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群表示论 读书报告

本文是南开大学 2022-2023 秋季学期有限群表示论课程的结课读书报告，本文选择

的是“叙述并证明关于对称群不可约表示特征标的 Frobenius 公式”

在本文中，我们不仅局限于关于 Frobenius 公式的讨论，而是扩展到对整个对称群

Sn 的表示理论的讨论.
首先, 我们简单介绍了划分的概念, 并且对于对称群 Sn 的共轭类的性质进行了简

单的介绍, 同时引出了刻画对称群 Sn 和其群代数 FSn 的工具: 杨图和杨表; 紧接着, 我

们对于全文的主定理进行了证明, 并且通过 Specht 模对 Sn 的所有表示进行了剖析; 之

后, 我们对于表示的维数和表示的特征标的计算进行了讨论, 同时, 我们介绍了对称群表

示的限制和提升. 最后, 我们通过具体 S3 的例子来简单回顾一下我们整个讨论过程.

关键词：Frobenius 公式，对称群，群表示
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设 n 是一个正整数, Sn 是 n 元对称群, FSn 是域 F 上的群代数, 当域 F 的特征为 0
或大于 n, 则群代数 FSn 的任意表示都是半单的, 这个结论由 Maschke 在 1899 年得出

的 Maschke 定理可以推得. 任何有限群都可以是对称群的子群, 因此, 任何有限群的表

示都可以是对称群的表示的子表示, 因此研究对称群的表示至关重要. 而 FSn 的表示理

论在 1900 年被 Alfred Young 发现, 之后又被多人所改进. 这篇文章对于杨图和杨表的

概念做了基本介绍, 并且利用置换模和 Specht 模对于 Sn 的表示和不可约表示进行了解

析, 并分析了其性质如表示维数, 特征标, 表示的提升与限制等, 此文主定理的证明主要

参考了 [1] 和 [2]. 而对于表示维数的计算两个公式, 分别参考了 [3] 和 [2], 对于特征标

的计算公式 Frobenius 公式, 参考了 [6], 最后关于 Sn 表示的提升和限制的相关内容参

考并总结了 [5] 和 [2] 中的描述. 由于关于维数和特征标计算的证明和 Branching 法则

的证明过于繁琐且与表示论本身关联不大, 此文没有叙述, 但是在以上参考文献中都有

证明的详细过程.

3



群表示论 读书报告

首先我们在引入具体的定理之前, 介绍所需要的概念和工具.

2.1 划分

定义 1 (划分). 正整数 n 的一个划分 (partition) 是指一个正整数数组 λ = (λ1, · · · , λl),
满足 n = λ1 + · · ·+ λl, 其中每个 λi 均为正整数, 并且 λ1 ≤ · · · ≤ λl, 记作 λ ⊢ n. 这里
l 称为这个划分的长, 用 P (n) 表示 n 划分的方法数.

例 1. n = 4 有五种划分的方法:(4), (3, 1), (2, 2), (2, 1, 1), (1, 1, 1, 1).

定义 2 (划分的控制). 设 λ, µ 是 n 的两个划分, 我们称 λ 控制 µ, 并记作 λ / µ, 如果

λ1 + · · ·+ λk ≥ µ1 + · · ·+ µk

对于任意的 k 成立.

2.2 对称群的共轭类

定义 3 (置换的型). Sn 为 n 元对称群, 则对于任意的 σ ∈ Sn, σ 可以唯一地写成若干个

没有公共元素的积, 其中长为 r 的轮换共有 λr 个, 则称置换 σ 的型为 1λ12λ2 · · ·nλn

定理 1. 对称群 Sn 中两个置换共轭的充要条件是它们有相同的型.

证明. 设 σ 和 σ′ 是 Sn 中的两个置换, 如果 σ 和 σ′ 共轭, 则存在 τ ∈ Sn, 使得 σ′ = τστ−1,
将 σ 表示成无公共元素的轮换的积:

σ = (ab · · · c) · · · (αβ · · · γ)

则

σ′ = τστ−1 = (τ(a)τ(b) · · · τ(c)) · · · (τ(α)τ(β) · · · τ(γ))

这是因为 (
τστ−1

)
(τ(a)) = (τσ)(a) = τ(σ(a)) = τ(b)
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即当 σ 把 a 变成 b 时, τστ−1 把 τ(a) 变成 τ(b), 于是 σ′ 和 σ 有相同的型. 现设 σ 和 σ′

有相同的型: σ = (ab · · · c) · · · (αβ · · · γ), σ′ = (a′b′ · · · c′) · · · (α′β′ · · · γ′). 令

τ =

(
ab · · · c · · ·αβ · · · γ

a′b′ · · · c′ · · ·α′β′ · · · γ′

)

则 τστ−1 = σ′

推论 1. Sn 中共轭类的个数等于 n 的划分的个数.

2.3 杨图与杨表

杨图与杨表的概念在 1900 年被 Alfred Young 所提出, 并用于研究对称群的群表示.

定义 4 (杨图). 一个杨图 (Young diagram) 指的是有限多个方格按行左对齐排列, 并
且每一行方格的数量都是非严格单调递减的, 已知每一个杨图对应了一个划分, 其中
λ = (λ1, · · · , λl) 对应的杨图为一共 l 行, 并且第 i 行有 λi 个方格的杨图, 称其为 λ 型

杨图.

例 2. 对于一个划分 λ = (3, 3, 2, 1), λ 型杨图如下所示:

定义 5 (杨表). 一个杨表 (Young tableau), 指的是将 1, · · · , n 这 n 个数不重复且不遗漏

填入一个杨图中所获得的表, 其中 n 指杨图中方格的个数. 设 λ ⊢ n, 则 λ 型杨图填充

n 个数所得的所有表称为 λ 型杨表.

例 3. 如对于划分 (2, 1), 一共有 6 中杨表

定义 6 (标准杨表). 一个杨表被称为标准杨表, 如果杨表中每一行和每一列的数字都是
递增的. 我们将一个 λ 型杨图所含的 λ 型标准杨表的个数记为 fλ.

例 4. 如对于划分 (2, 1), 标准杨表只有以下 2 种.
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2.4 置换模和 Specht 模
定义 7 (置换模). 设 λ ⊢ n, 记 Mλ 为一个以 λ 型杨表的行等价类为基的向量空间, 则
Sn 中的元素在 Mλ 上有一个自然的作用, 则称 Mλ 为置换模, 是 Sn 的一个表示.

定义 8 (行群). 设 λ ⊢ n, 对于称为 λ 型杨表 t, 可以定义它的行群 Rt :

Rt = {σ ∈ Sn : σ 保持t 的每行元素不变}

同样的, 我们可以定义一个杨表的列群:

定义 9 (列群). 设 λ ⊢ n, 对于称为 λ 型杨表 t, 可以定义它的列群 Ct :

Ct = {σ ∈ Sn : σ 保持t 的每列元素不变}

容易知道 Sn 中的元素对于所有行等价类的集合有一个自然的作用, 对于所有列等

价类的集合也有一个自然的作用.

定义 10 (行等价类). 我们说两个 λ 型杨表 t1 和 t2 行等价, 如果这两个杨表的对应的
每行都包含相同的元素, 记为 t1 ∼ t2. 容易知道这是一种等价关系, 记 {t} 为 t 所处的

等价类, 即 {t} = {t′ | t′ ∼ t}

例 5. 若划分为 λ = (n), 则杨表只有一种行等价类为:

t = 1 2 · · · n

其对应的表示为一维的, 其基在所有 Sn 中所有的元素作用下不变. 因此 Mλ 为单位表

示.

例 6. 若划分为 λ = (1n), 则杨表有 n ! 种行等价类, 而每个行等价类可以与 Sn 中的元

素一一对应, 因此易知 Mλ 为正则表示.

接下来区别于置换模, 可以定义一个杨表的列交错和 Specht 模的概念.

定义 11 (列交错和). 设 λ ⊢ n, 对于称为 λ 型杨表 t, 可以定义它的列交错和, 记为 et :

et =
∑
σ∈Ct

sgn(σ)σ{t}

其中 sgn(σ) 表示置换的符号: 即若 σ 是 Sn 中的奇置换, 则 sgn(σ) = −1; 若 σ 是 Sn

中的偶置换, 则 sgn(σ) = 1.σ{t} 表示 σ 自然作用在行等价类 {t} 上所得新的行等价类.

性质 1. 容易知道, 当 σ 取遍 Ct 时, {σ(t)} 恰好不重复地取遍所有的行等价类, 因此

|Ct| = λ 型杨表中行等价类的个数
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引理 1. 设 t 是一个杨表, π 是一个置换, 则 eπt = πet.

证明. 首先由和之前类似的讨论, 容易计算 Cπt = πCtπ
−1. 因此, 可以得到

eπt =
∑
σ∈Cπt

sgn(σ)σ{πt}

=
∑

σ∈πCtπ−1

sgn(σ)σ{πt}

=
∑
σ∈Ct

sgn
(
πσ′π−1

)
πσ′π−1{πt}

= π
∑
σ∈Ct

sgn (σ′)σ′{t}

= πet

接下来我们可以通过以上引理从置换模的表示中提取对称群的不可约表示.

定义 12 (Specht 模). 对于一个划分 λ, 其对应的 Specht 模, 记为 Sλ, 是一个 Mλ 中由

所有 et 张成的子模, 其中 t 取遍所有的 λ 型杨表的列置换和.

例 7. 若划分为 λ = (n), 则只有一种标准杨表为

t = 1 2 · · · n

因此其对应的表示为一维的, 且 Ct = (1), 因此 et = t, 同时其只有一个行等价类, 因此
et 在所有 Sn 中所有的元素作用下不变. 其对应为单位表示.

例 8. 若划分为 λ = (1n), 则也只有一种标准杨表为

t =

1

2
...
n

在 Sn 的作用下一共有 n ! 中行等价类, 因此, 则 et 为所有带符号的行等价类的和, 其
中符号为该行等价类相对于 t 的置换的符号. 因此对于任意的 σ ∈ Sn, σet = sgn(σ)et.
由此可知 t 所对应的表示为符号表示, 即将所有的奇置换映射成 −1, 将所有的偶置换
映射成 1 .
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Sn

接下来的步骤, 我们就要证明: 对于每一个划分 λ, 其 Specht 模是 Sn 的一种不可

约表示. 并且对于不同的划分, Sλ 互不同构, 且任何一种 Sn 的不可约, 都有一个划分 λ,
使得该表示同构于 Sλ. 这是一个强大的定理, 它完全阐释出了对称群 Sn 所有不重复的

结构, 而我们接下来分成以下步骤来证明.

3.1 杨表的行列性质

引理 2. 设 λ, µ 是 n 的两个划分, t 是一个 λ 型杨表, t′ 是一个 µ 型杨表, 若对于任意
的 i, t′ 的第 i 行的所有数字出现在 t 的不同的列中, 则 λ / µ

证明. 我们可以按照以下步骤重新排列杨表中的数字

1. 使用 Ct 将 t′ 第一行的所有出现数字在 t 中移动到第一行中, 因此我们有 λ1 ≥ µ1

2. 使用 Ct 将 t′ 第二行的所有出现数字在 t 中移动到第二行中, 因此我们有 λ1+λ2 ≥
µ1 + µ2

以这种方式继续操作, 我们可以得到相应的结果

引理 3. 设 λ, µ 是 n 的两个划分, t 是一个 λ 型杨表, t′ 是一个 µ 型杨表, 若

∑
σ∈Ct

sgn(σ)σ {t′} ̸= 0

则 λ / µ, 并且若 λ = µ, 则 ∑
σ∈Ct

sgn(σ)σ {t′} = ±et

.

证明. 若 a 和 b 是 t′ 同一行中的两个数, 则 (ab) {t′} = {t′}. 因此 a, b 是 t 中不同列的

元素, 否则 (ab) ∈ Ct, 则有

∑
σ∈Ct

sgn(σ)σ {t′} = (ab)
∑
σ∈Ct

sgn(σ)σ {t′} = sgn((ab))
∑
σ∈Ct

sgn(σ)σ {t′} = −
∑
σ∈Ct

sgn(σ)σ {t′}
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这与
∑
σ∈Ct

sgn(σ)σ {t′} ̸= 0 矛盾, 因此有，λ / µ.

若 λ = µ, 由上述讨论知 t′ ∈ Ctt, 则

∑
σ∈Ct

sgn(σ)σ {t′} = ±
∑
σ∈Ct

sgn(σ)σ{t} = ±et

推论 2. 给定 m ∈ Mλ 和一个 λ 型杨表 t, 有
∑
σ∈Ct

sgn(σ)σm ∈ Fet.

证明. 根据定义, m是 {t′}的线性组合, 其中 t′ 是 λ型杨表. 同时，我们知道
∑
σ∈Ct

sgn(σ)σ {t′} =

0 或 ±et, 得证

3.2 内积空间

定义 13 (Mλ 中内积). 在 Mλ 上可定义对称双线性函数 ⟨−,−⟩ :

⟨{t}, {t′}⟩ = δ{t},{t′} =

 1, 若{t} = {t′} ;

0, 其他.

易验证这是一个内积结构, 并且在 Sn 的作用下保持不变.

性质 2. 设 V ⊆ Mλ 是一个子表示, 则 V ⊇ Sλ 或 V ⊆
(
Sλ
)⊥.

证明. 设 v ∈ V , 若
∑
σ∈Ct

sgn(σ)σv ̸= 0, 则 et ∈ V . 并且由于 et 形成了一个 Sn 作用下

的单个轨道, 则对于任意的 t′, et′ ∈ V . 因此 Sλ ⊆ V 否则
∑
σ∈Ct

sgn(σ)σv = 0 对于任意

v ∈ V 和 t, 我们可以得到

0 =

〈∑
σ∈Ct

sgn(σ)σv, {t}
〉

=

〈
v,
∑
σ∈Ct

sgn(σ)σ{t}
〉

= ⟨v, et⟩

因此 v ∈
(
Sλ
)⊥, 则 V ⊆

(
Sλ
)⊥.

3.3 Specht 模与不可约表示
推论 3. Specht 模 Sλ 是 Sn 的不可约表示.

证明. 设 V ⊊ Sλ 是一个子表示. 根据 3.5, V ⊆
(
Sλ
)⊥. 因此

V ⊆ Sλ ∩
(
Sλ
)⊥

= 0
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因此 Sλ 是不可约表示.

引理 4. 设 f : Mλ → Mµ 是一个表示的映射且 Sλ ⊈ ker(f), 则 λ / µ, 并且若 λ = µ, 则
fSλ
是一个数乘变换.

证明. 设 t 是一个 λ 型杨表. 若 et /∈ ker(f),

0 ̸= f (et) = f

(∑
σ∈Ct

sgn(σ)σ{t}
)

=
∑
σ∈Ct

sgn(σ)σf({t})

由于 f{t} 是 µ 型杨表的线性组合, 根据 3.2, 我们可知 λ / µ.
若 λ = µ, 则根据 3.2,

∑
σ∈Ct

sgn(σ)σf({t}) ∈ Fet. 因此 f (et) 是某个 et 的数乘倍,

并且由于 Sn 在 et 的作用是可迁的, 则一定存在一样的 α, 使得 f(v) = αv 对于任意

v ∈ Sλ 均成立.

推论 4. 我们有 Mλ = Sλ ⊕
(
Sλ
)⊥, 并且

(
Sλ
)⊥
是一些 µ / λ 且 u ̸= λ 的 (Sµ)⊥ 的直和.

并且任何 Sn 的不可约表示均同构于某个 Sλ.

证明. 在这里我们断言当 Sλ ∼= Sµ, 则 λ = µ. 通过对同构的延拓选择 f : Mλ → Mµ, 有

下图

由 λ / µ, 根据对称性知 µ / λ. 因此 λ = µ.
因此由数量关系可知任何 Sn 的不可约表示都是 Sλ.
最后假设 Sµ ⊆

(
Sλ
)⊥, 则可以选择 f 为嵌入映射使得下图交换

由 µ / λ, 因此由于 Sλ ∩
(
Sλ
)⊥

= 0 知 µ ̸= λ.

定理 2. 所有 n 的划分 λ ⊢ n 对应的 Specht 模构成了所有 Sn 的在 F 上的不可约代数
表示. 此证明可以由上面的讨论直接给出.

推论 5. 将 Sn 的表示做线性扩充, 则所有 n 的划分 λ ⊢ n 对应的 Specht 模构成了所有
FSn 的不可约代数表示.
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定理 3. 设 λ 是一个划分, 则集合

{et : t 是一个标准λ 型杨表}

构成了 Sλ 作为向量空间的一组基.

这是一个组合证明, 具体可以参见 [1], 基本方法是利用字典序将所有的标准型进行

排列, 然后依次搜索和调整得到任何杨表的行等价类可以写成标准型杨表的行等价类的

线性组合.

推论 6. 对于任意一个划分 λ

dimSλ = fλ

3.4 Grothendieck 环
为了证明 Frobenius 公式，我们首先考虑全体对称群 Sn 的不可约表示所组成的

Grothendieck 环, 并考虑其上的乘法运算. 对于对称群 Sn 的表示空间 R (Sn) ，显然其

在加法下生成 Abel 群, 它们全部加起来，可以构造一个新的加法群 RS 为：

RS =
∞⊕
n=0

R (Sn) .

下面，我们定义 RS 上的内积 (·, ·) 如下

∀ ρ1, ρ2 , (ρ1, ρ2) = dim End (ρ1, ρ2)

考虑将其线性延拓到全空间. 由对称群 Sn 的外直积 Sm × Sn 按文字排列嵌入到 Sm+n

的加法群 RS 上，那么我们可以通过定义乘法使 RS 为结合代数. 即对任意两个共轭类

函数 f ∈ R (Sm) , g ∈ R (Sn), 我们可以定义乘法为

f · g = IndSm+n

Sm×Sn
f ⊗ g.

则可以看到 RS 在如此定义的乘法下组成的环，即为对称群链的 Grothendieck 环. 进一

步, RS 也构成一个 Frobenius 代数.
由 Frobenius 的一般理论, 对称群 Sn 的全体复不可约表示的个数与 Sn 的共轭类个

数相等. 由于 Sn 的每一个置换均可通过不相交循环置换的乘积表示, 且这些不相交循

环置换的长度在共轭作用下不变, 则 Sn 每一个共轭类正好与整数 n 的一个划分对应:

n = α1 + α2 + · · ·+ αl,

11
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其中循环置换的长度 αi 按递减 (或递增) 方式排列, 而划分 α 的长度 l = l(α) 即为循环

置换的个数. 若记划分中 i 出现的重数为 mi, 则有

n = m1 + 2m2 + 3m3 + · · · , mi ⩾ 0.

12
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Frobenius

在知道所有的不可约表示的方法后, 接下来就是确定不可约表示的维数和特征标,
在此处就需要用到两个著名的公式勾长公式和 Frobenius 公式, 在不通过杨表写出不可

约表示的形状的时候, 直接根据杨图的形状来计算不可约表示的维数和其特征标.

4.1 勾长公式

性质 3. 设 λ = (λ1, λ2, · · · , λl) ⊢ n 是一个划分, 则

dimMλ =
n!

λ1!λ2! · · ·λl!

这是一个简单的组合计数公式, 证明在此处就不再绩述.
由之前的讨论可知，为了计算一个划分对应的不可约表示的维数 dimSλ, 我们只需

计算其对应的标准杨表的个数 fλ.

定理 4. n 是一个正整数, 则 ∑
λ⊢n

(
fλ
)2

证明. 在群表示论中, 所有不可约表示维数的平方和等于群的阶, 并且根据 3.12, 这个定

理是显然的.

定义 14. 设 λ 是一个杨图, 则对于每一个图中的方格 u, 我们可以定义一个方格的勾
(hook): 这个方格所有正右侧和正下方的方格, 也包括这个方格本身. 对于勾中包含方
格的数量, 称为方格 u 的勾长 (hook-length), 将其记为 hλ(u).

例 9. 考虑一个划分为 λ = (5, 5, 4, 2, 1), 则左下图表示了一个特定方格的勾, 右下图表
示了所有方格的勾长

13
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定理 5 (Hook-length 公式). 设 λ ⊢ n 是一个划分, hλ(u) 是对应杨图方格的勾长, 则

dimSλ = fλ =
n!∏

u∈λ hλ(u)

相关证明可参阅 [3].

例 10.

dimS(5,5,4,2,1) = f (5,5,4,2,1) =
17!

9 · 8 · 7 · 62 · 5 · 43 · 32 · 2 · 15
= 3403400

定理 6 (行列式算法公式). 设 λ = (λ1, λ2, · · · , λl) ⊢ n 是一个划分, 则

dimSλ = fλ = n!

∣∣∣∣ 1

(λi − i+ j)!

∣∣∣∣
相关证明可参阅 [2].

例 11.

dimS(5,5,4,2,1) = f (5,5,4,2,1) = 17!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
5−1+1

1
5−1+2

1
5−1+3

1
5−1+4

1
5−1+5

1
5−2+1

1
5−2+2

1
5−2+3

1
5−2+4

1
5−2+5

1
4−3+1

1
4−3+2

1
4−3+3

1
4−3+4

1
4−3+5

1
2−4+1

1
2−4+2

1
2−4+3

1
2−4+4

1
2−4+5

1
1−5+1

1
1−5+2

1
1−5+3

1
1−5+4

1
1−5+5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 3403400

4.2 Frobenius 公式
Frobenius 通过推广数论中交换群特征标的概念, 引入了有限群的特征标概念, 创造

性地利用对称函数方法, 完全确定了对称群的不可约特征标. Frobenius 关于对称群的特

征标公式开创了群表示理论, 具有划时代的意义.

定理 7. 设 λ = (λ1, · · · , λl) , µ = (µ1, · · · , µl), 是 n 的两个划分, 则 Mλ 的特征标在 Sn

中形为 µ 的共轭类的值为一下多元多项式中 xλ1
1 xλ2

2 · · ·xλl
l 的系数,

m∏
i=1

(xµi
1 + xµi

2 + · · ·+ xµi

l )

定理 8 (Frobenius 公式). 设 λ = (λ1, · · · , λl) , µ = (µ1, · · · , µm), 是 n 的两个划分, 则
Sλ 的特征标在 Sn 中形为 µ 的共轭类的值为如下多元多项式中 xλ1+l−1

1 xλ2+l−2
2 · · ·xλl

l 的

系数, ∏
1≤i<j≤l

(xi − xj)
m∏
i=1

(xµi
1 + xµi

2 + · · ·+ xµi

l )

14
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证明 Frobenius 公式的经典方法是使用 Schur-Weyl 对偶，可参见文献 [4]，本文中，

我们将选择运用 Grothendieck 环的乘法来导出顶点算子的基本公式, 然后用生成函数

的方法来证明 Frobenius 公式，具体过程在下一章中给出.
由之前的讨论我们知道 Sn 的共轭类是由所有对于 n 的划分 Pn 来刻画的, 因此我

们可以把上一节中定义的加群 RS 进行分次:

RS =
⊕
λ∈P

Rλ,

其中 Rλ = {f ∈ RS | f (Cλ) = C} ,P =
∞⋃
n=0

Pn, Pn 是 n 的划分的集合. 对于任意划分

µ, 定义函数 βµ ∈ RS 为共轭类 Cµ 上取值

zµ =
∏
i⩾1

imi(µ)mi(µ)!

的特征函数, 则函数 βµ 满足：

βµ (Cλ) =

 zµ, λ = µ,

0, λ ̸= µ.

特别地, Sn 的一维表示就可以用 βn 来表示.
有了以上的定义，则 Frobenius 公式的含义即等价为: 所有共轭类函数都可以简单

地利用 βn 的乘积简单表达出来.
下面进一步说明此等价的合理性. 由之前的讨论，对称群 Sn 的一维不可约表示都

可以通过一维表示在 Grothendieck 环的乘法下生成. 取 Sn 的平凡表示对应的特征标

χn, 由 β(n) 为在共轭类 C(n) 上取值 n 的函数, 则其乘法规则如下：

β(m)β(n) = β(m,n).

那么, 在 RS 上考虑其一维表示的整体生成函数为：

χ(t) =
∞∑
n=0

χnt
n = exp

(
∞∑
i=1

β(i)

i
ti

)
.

其中指数函数正好是 Bernstein 顶点算子的一半. 则可以运用 Bernstein 顶点算子构造

所有的不可约特征标：

B(t) = exp
(

∞∑
i=1

β∗
(i)

i
t−i

)
exp

(
∞∑
i=1

β(i)

i
ti

)
=
∑
n

Bnt
n.

15
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通过引入 Bernstein 顶点算子，则 Sn 一般的不可约特征标便可以通过 Bλ1Bλ2 · · ·Bλl
表

示, 即为 Frobenius 公式的顶点算子表达方式.
值得一提的是，Frobenius 特征标公式的本质是——建立了从特征标空间到对称函

数环之间的同构映射, 在此映射下, 每一个不可约特征标对应于一个正交 Schur 对称函

数, 并且每一个共轭类对应于一个幂积对称函数. 这样, Frobenius 公式便通过这两组对

称函数组成的正交基底的转换矩阵系数来计算对称群不可约特征标的数值.

16
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Frobenius

在证明 Frobenius 公式之前，我们先详细讨论关于对称群 Sn 的特征标和顶点算子

的相关结论，进而利用此证明 Frobenius 公式

5.1 对称群的特征标和顶点算子

一般地，我们考虑群 G 的复数域上的 Grothendieck 群 R(G). 作为向量空间, R(G)

是 G 上的复共轭类函数

R(G) =
⊕
π∈G∗

Cχπ

其中 G∗ 为 G 的复单模的集合, χπ 为不可约模 π 对应的特征标.
则 R(G) 上有对称双线性型:

⟨f, g⟩ = 1

|G|
∑
x∈G

f(x)g
(
x−1
)
=
∑
C∈G∗

1

zC
f(C)g

(
C−1

)
.

记 βC 为共轭类集合 G∗ 上的正则化特征类函数，则由之前的讨论有:

βC(g) =

 zC , g ∈ C,

0, g /∈ C,

则 {βC} 即构成了向量空间 R(G) 上的一组基, 且有：

⟨βC , βC′⟩ = δC−1,C′zC

其中，共轭类 C 的中心化子为 Z(C)，其阶数为 zC = |G|/|C| = |Z(C)|. 取 C 的一个代

表元 w , 则有 βC = βw, 则进一步特征标 χ 可以表为

χ =
∑
C∈G∗

1

zC
χ(C)βC = ⟨χ,B⟩.

其中 B =
∑
C

βC 代表 G 上以 R(G) 为值的类函数，上式也称为 Frobenius 对应.

17
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从子群 H 到 Sn 的诱导特征标 βG
C (m ⩽ n) 是

βG
C (u) =

1

|H|
∑
s∈Sn

β̇C

(
s−1us

)
,

其中 β̇C 是 Sn 上的延拓函数: β̇C

∣∣∣
H
= βC 且 β̇C (Sn\H) = 0.

考虑一组群链: 1 = G0 ⩽ G1 ⩽ G2 ⩽ · · · 使得 Gm ×Gn ↪→ Gm+n. 表示 (加法) 群

RG =
∞⊕
n=0

R (Gn)

在我们之前定义的二元乘法下

f · g = IndGm+n

Gm×Gn
f ⊗ g, f ∈ R (Gm) , g ∈ R (Gn)

构成交换代数. 且 RG 上的双线性型由 Gn 上的双线性型导出: 如果

f =
∑

fn, g =
∑

gn, fn, gn ∈ R (Gn)

那么, ⟨R (Gm) , R (Gn)⟩ = 0,m ̸= n, 并且 ⟨f, g⟩ =
∑

⟨f, g⟩Gn .

令 Gn = Sn, 则 RSn 实际上是一个环, 因为此时乘法满足结合律. 记 Gm 和 Gn 的

共轭类分别为 C1 和 C2, 且 C1 ∪ C2 为 C1 × C2 ⊂ Gm × Gn 在 Gm+n 中对应的共轭类.
则有，若对称群 Sm 和 Sn 的两个共轭类对应的划分为 λ 和 µ , λ ∪ µ 就是合并 λ 和 µ

所组成的划分. 且由对称群 Sn 组成的群链：

R(S) =
∞⊕
n=0

R (Sn)

为了证明 Frobenius 定理，我们首先证明如下的引理——它说明了定义正则化特征

函数 βC 以及 Frobenius 对应的意义.

引理 5. 设 λ 和 µ 分别是 m 和 n 的两个分拆, 则在 R(S) 上有：

βλ · βµ = βλ∪µ.

则有 R(S) = C
[
β(1), β(2), β(3), . . .

]
, 且 {βλ} 为 R(S) 上的一组线性正交基:

⟨βλ, βµ⟩ = zλδλ,µ,

其中 z(1m12m23m3...)
=
∏

i⩾1 i
mimi!

18
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证明. 首先证明对 ∀ i ∈ N 和 ∀m ∈ Z+ 有：

β(im) = βm
(i).

不妨设 βm
(i) 的特征函数因子分别对应如下的 m 个互换的 i 阶循环置换:

C1 = (a1 · · · ai) , C2 = (b1 · · · bi) , . . . , Cm = (c1 · · · ci) .

则计算 βm
(i) 在 C1 · · ·Cm 上的值. 根据诱导特征的性质, 有

βm
(i) (C1 · · ·Cm) = IndSim

Si×···×Si
β⊗m
(i) (C1 · · ·Cm)

=
∑

r∈Sim/Sm×···×Sm

(
β(i) ⊗ · · · ⊗ β(i)

) (
r−1C1 · · ·Cmr

)
.

则在共轭作用下有：

r−1C1 · · ·Cmr =
(
r−1 (a1) · · · r−1 (ai)

)
· · ·
(
r−1 (c1) · · · r−1 (ci)

)
还是等于 C1 · · ·Cm, 当且仅当作为陪集代表元的 r 对于文字 1, 2, . . . ,mi 的作用, 相当

于把 m 个集合

{a1, . . . , ai} , {b1, . . . , bi} , . . . , {c1, . . . , ci}

映射到 m 个集合自身：

{a1, . . . , ai} , {b1, . . . , bi} , . . . , {c1, . . . , ci}

即

βm
(i) (C1 · · ·Cm) = m!β(i) (C1) · · · β(i) (Cm) = β(im) (C1 · · ·Cm)

正好是 β(im) 的非平凡数值. 同理可知 βm
(i) 在其他的共轭类上取值均为 0

综上我们得到：βm
(i) = β(im)

则如果 λ ∩ µ = ∅, 那么有 βλ · βµ = βλ∪µ.
则对于由循环类 α = (α1α2 · · · ) 确定的一般共轭类, 其规范化特征函数有

β(α1α2α3··· ) = β(α1)β(α2)β(α3) · · · .

有了以上的讨论，接下来我们代入对称群 Sn 的表示. 记对称群所有的不可约特征

标为 χλ, λ ⊢ n.

19
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显然对称群 Sn 的平凡表示即对应于划分 (n), 且其特征标为：

χ(n) =
∑
α⊢n

1

zα
βα.

利用上面证明的引理的结论，我们知道 χ(n) 的生成函数有如下形式：

χ(t) =
∞∑
n=0

χ(n)t
n =

∑
α∈P

t|α|

zα
βα

=
∞∑
n=0

∑
m1+2m2+···=n

tn

1m1m1!2m2m2!
β(2m1 )β(2m2 ) · · ·

=
∞∏
i=1

(
∞∑

mi=0

timi

imimi!
β(imi )

)

=
∞∏
i=1

exp
(
tiβ(i)

i

)

= exp
(

∞∑
i=1

β(i)

i
ti

)
.

注意到最后一项，即为顶点算子的一半.
同理 Sn 的交错表示 V(1n) 对应的特征标生成函数在 R(S) 内可以表示为：

∞∑
n=0

χ(1n)t
n =

∑
α∈P

sgn(α)
zα

βαt
|α|

=
∞∑
n=0

∑
m1+2m2+···=n

(−1)n−m1−m2−···

1m1m1!2m2m2!
β(2m1 )β(2m2 ) · · · tn

=
∞∏
i=1

(
∞∑

mi=0

(−1)mi
(−t)imi

imimi!
β(imi )

)
=

∞∏
i=1

exp
(
−
(−t)iβ(i)

i

)

= exp
(
−

∞∑
i=1

β(i)

i
(−t)i

)
= S(χ(−t)).

对于 ∀ f ∈ R(S), 我们定义 f ∗ 如下: 如果 f ∈ R (Gn), 则对 ∀ g ∈ R (Gm) ,∀h ∈
R (Gm−n), 有

⟨f ∗g, h⟩ = ⟨g, fh⟩.

且有 β∗
(n) = n ∂

∂β(n)
. 进而得到以下推论:

推论 7. 作为 R(S) 上的阶化线性算子, β(n) 和 β∗
(n) 分别把 R (Sm) 映到 R (Sm±n) 并且

[
β(m), β

∗
(n)

]
= −mδm,nId
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则通过以上我们得到了对称群的特征生成函数，进一步我们要构造 R(Sn) 中对应

于不可约特征标的正则基, 为此我们引入顶点算子

S(t) =
∑
n∈Z

Snt
−n = χ(t)χ

(
−t−1

)∗
= exp

(
∞∑
i=1

1

i
β(i)t

i

)
exp

(
−

∞∑
i=1

∂

∂β(i)

t−i

)
.

即这两个顶点算子是通过 Sn 的平凡模乘法而得到的. 显然, S(t)1 = χ(t). 为了方便我

们定义对偶顶点算子:

S(t)∗ =
∑
n∈Z

S∗
nt

−n = exp
(
−

∞∑
i=1

1

i
β(i)t

i

)
exp

(
∞∑
i=1

∂

∂β(i)

t−i

)

令 φ
(
β(n)

)
= pn 为 n 次幂积对称函数, 则 φ 成为 R(S) 到对称函数环 Λ 的同构. 则

φ
(
χ(n)

)
= sn, 即正好是对应于划分 n 的 Schur 对称多项式，且在同构映射下, φ 正好把

顶点算子 S(t) 映到 Bernstein 顶点算子.

性质 4. 作为 R(S)
[
t1, t2, t

−1
1 , t−1

2

]
上的算子, 可以看出顶点算子满足以下性质:

t1S (t1)S (t2) = −t2S (t2)S (t1) ,

t2 (t1 − t2)S (t1)S
∗ (t2) = t1 (t2 − t1)S

∗ (t2)S (t1) .

5.2 证明 Frobenius 定理
定理 9. 对于任意划分

λ = (λ1, λ2, . . . , λl) ⊢ n,

Sλ1Sλ2 · · ·Sλl
1 组成 R (Sn) 内的正则正交向量并且正好对应于不可约特征标 χλ. 因此,

特征标表与矩阵系数相对应

χλ (Cµ) = ⟨Sλ1Sλ2 · · ·Sλl
1, βµ1 · · · βµk

⟩ .

且在同构映射 φ 下, 特征标 Sλ1Sλ2 · · ·Sλl
1 对应于 Schur 对称多项式 sλ, 而共轭类函

数 βµ1 · · · βµk
对应于幂积对称多项式 pµ = pµ1 · · · pµk

.

证明. 由顶点算子的性质, 当 |t1| > · · · > |tl| 时, 有：

S (t1)S (t2) · · ·S (tl) 1 =
∏
i<j

(
1− tj

ti

)
exp

(
∞∑
n=1

β(n)

n
(tn1 + · · ·+ tnl )

)
.

则 tl−1
1 tl−2

2 · · · tlS (t1)S (t2) · · ·S (tl) 1 可延拓到整个 Cl 上 (t1, . . . , tl) 的反对称函数. 由
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系数矩阵组成的为 Vandermonde 行列式, 则我们有：

Sλ1Sλ2 · · ·Sλl
1 = det

(
χ(λi−i+j)

)
l×l

.

即,
φ (Sλ1Sλ2 · · ·Sλl

1) = det (sλi−i+j)l×l .

由 Jacobi-Trudi 公式：对于划分 λ = (λ1, · · · , λp) 及 q = λ1 则

sλ = det (hλi−i+j) = det (eλi−i+j)

即 φ (Sλ1Sλ2 · · ·Sλl
1) = sλ 正好是与划分 λ 对应的 Schur 对称多项式.

即，我们证明了 Frobenius 公式:

sλ =
∑
µ

χλ(µ)
pµ
zµ

.
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6.1 杨束

接下来考虑关于不可约表示的限制和提升的问题, 在这之前我们首先映入一个概

念: 杨束. 在杨图中, 可以定义自然的偏序关系, 具体定义如下.

定义 15 (杨束). λ 和 µ 是两个杨图, 如果 µ 可以通过 λ 添加一个方格所得到的, 则记
作 λ ↗ µ. 这种偏序关系集称为杨束 (Young lattice).

例 12. 如 λ = (5, 4, 4, 2), 则

将其中移除一个方格, 可得到一下三种

因此满足 µ ↗ λ 的 µ 有 (4, 4, 4, 2), (5, 4, 3, 2), (5, 4, 4, 1) 这三种. 同样的将其添加
一个格子, 可以得到有以下四种
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因此满足 λ ↗ µ 的 µ 有 (6, 4, 4, 2), (5, 5, 4, 2), (5, 4, 4, 3), (5, 4, 4, 2, 1) 这三种.

接下来考虑这样一个问题: 给定了一个 Sn 的表示 Sλ, 如何确定其在 Sn−1 上的限

制表示, 和其在 Sn+1 上的诱导表示. 接下来的定理即是确定的方法.

6.2 Branching 法则
定理 10 (Branching 法则). 设 λ ⊢ n, 则

ResSn−1 S
λ ∼=

⊕
µ:µ↗λ

Sµ IndSn+1

Sn
Sλ ∼=

⊕
µ:λ↗µ

Sµ

具体证明可参考 [2].

例 13. 根据 5.2, 我们可以得到以下两个关于表示的限制和提升的公式

ResS14 S
(5,4,4,2) = S(4,4,4,2) ⊕ S(5,4,3,2) ⊕ S(5,4,4,1)

IndS15
S15

S(5,4,4,2) = S(6,4,4,2) ⊕ S(5,5,4,2) ⊕ S(5,4,4,3) ⊕ S(5,4,4,2,1)

这种关系可以不断进行下去, 因此我们在研究复杂的表示时可以不断分解为简单的

表示. 以下式子给出了方法.

推论 8.
Sλ ∼=

⊕
µ:λ↗µ

Sµ ∼=
⊕

ν:ν↗λ↗µ

Sν ∼= · · · ∼=
⊕

∅=λ(0)λ(1)↗...↗λ(n)=λ

S∅
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下通过 CS3 的不可约表示来说明上述方法:

Step 1 首先确定 n = 3 的划分. 3 = 3 = 2 + 1 = 1 + 1 + 1, 因此 S3 一共有 3 个共轭类,
在同构意义下有 3 个不可约表示.

Step 2 以下根据划分确定三种不可约表示

• 对于划分 λ = (3), 由 2.23 可知其为 1 维的单位表示.

• 对于划分 λ = (1, 2), 其标准杨表为以下两种:

同时 |C2| = 2, 易知

因此分别计算出 Sn 中各个元素在 e1, e2 这组基下自然作用的矩阵, 得到表示

ρ 为以下结果

ρ((23)) =

(
0 1

1 0

)
ρ((12)) =

(
1 0

−1 −1

)
ρ((13)) =

(
−1 −1

0 1

)

ρ((1)) =

(
1 0

0 1

)
ρ((123)) =

(
0 1

−1 −1

)
ρ((132)) =

(
−1 −1

1 0

)

• 对于划分 λ = (1, 1, 1), 可知其为 1 维的符号表示.

因此,Sn 共有以上三种不可约表示.
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Step 3 这三种表示的维数容易从上述过程看出, 亦可以由公式得到: 对于单位表示和符

号表示, dimSλ = 3!
3·2·1 . 对于 λ = (2, 1) 的情况, dimSλ = 3!

3·1·1 = 2 计算三种表示

的特征标: 由 Frobenius 公式可知, 分别计算多项式的系数, 从而计算不可约特征

标表如下

1 3 2
(1) (12) (123)

χ1 1 1 1
χ2 1 −1 1
χ3 2 0 −1

Step 4 群代数 CSn 的表示可以由 Sn 的表示在复数域上线性扩充得到.
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