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§3.5 实现问题

所谓实现问题，就是由表征系统外部因果关系的传递函数矩阵描述，来

确定表征系统内部结构特性的状态应用描述。通过研究系统的实现问题，有

助于比较深刻地揭示出系统的一些结构性质及其在不同描述下的反映，也便

于采用各种类型的分析技术去研究系统的运动过程。

§3.5.1 系统的实现及其典型的类型

定义 3.5.1 对于定常线性系统，给定其传递函数矩阵 G(s)，如果可以找到

一个状态描述： {
ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t) + Eu(t)
(3.5.1)

使得如下关系式成立：

C(sI − A)−1B + E = G(s) (3.5.2)

则称此状态空间描述式
∑

(A,B,C,E) 为给定传递函数矩阵 G(s) 的一个实

现。

传递函数矩阵的实现具有以下一些基本特征：

(1) 实现的复杂程度可由其维数完全表征，一个实现的特征函数即为系统矩

阵 A 的维数

(2) 实现的不唯一性：即对给定的 G(s)，可以有不同的维数的不同实现。而

且，相同维数的实现也可以不同。

(3) 在传递函数矩阵 G(s) 的所有实现中，一定存在一类维数最低的实现，

称为最小实现。从结构的角度而言，最小实现就是具有输入 - 输出特性

G(s) 的系统的一个最简单的外部等价的结构模型。

(4) 一般来说，在传递函数矩阵 G(s)的各种实现之间没有代数等价的关系。

只是对于最小实现，它们之间才具有代数等价的关系。

(5) 实现问题的物理本质是对一个具有“黑箱”形式的真实系统，在状态空

间域内寻找一个外部等价的假想结构。如果可确定真实系统是完全能控
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且能观测的，而所找到的一个实现也是完全能控且能观测的，则这种假

想结构可完全表征真实系统的结构。否则的话，通过求解实现问题所找

到的假想结构都只可能是真实系统的结构的一种不完全的反映。

(6) 如果给定传递函数矩阵 G(s) 严格真的（即 G(s) 的所有元 Gij(s) 均为

s 的真有理分式函数（分子多项式的阶数低于分母的阶数时）则其实现

比具有形式
∑

(A,B,C) 即 E = 0。如果 G(s) 仅为真的（即 G(s) 的所

有元 Gij(s)的分子多项式的阶数等于分母多项式的阶数时）其实现的形

式为
∑

(A,B,C) 其中 E = lims→∞ G(s)。

几种典型的实现：





能控类实现

能观测类实现

最小实现

(1) 能控类实现: 对于给定传递函数矩阵 G(s)，如果可以找到一个状态空间

描述
∑

(A,B,C,E) 使得

{
C(sI − A)−1B + E = G(s)

(A,B) 完全能控

则称
∑

(A,B,C,E) 为 G(s) 的一个能控类实现。

(2) 能观测类实现: 对于给定传递函数矩阵 G(s)，如果可以找到一个状态空

间描述
∑

(A,B,C,E) 使得

{
C(sI − A)−1B + E = G(s)

(A,B) 完全能观测

则称
∑

(A,B,C,E) 为 G(s) 的一个能观测类实现。

(3) 最小实现: 给定传递函数矩阵 G(s) 的维数最低的实现称为最小实现也

称为不可约实现。

由于最小实现有着简单的结构，同时在理论和应用上都是最重要的一种实

现。能控类实现和能观测类实现是两类典型的实现。从系统结构特性来说，

这两类实现不仅对真实系统提供了很好的外部等价的假想结构，而且为构造

G(s) 的最小实现提供了一条捷径。
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定理 3.5.1 设
∑

(A,B,C) 为严格真的传递函数矩阵 G(s) 的一个实现，则

其为最小实现的充分必要条件是 (A,B) 为完全能控且 (A,C) 为完全能观测

的。

证明：必要性：若
∑

(A,B,C) 为系统的最小实现，则其必为能控的并且是

能观测的。若不然，则可以通过结构的规范分解找出其能控且能观测部分分

解
∑

(A11, B1, C1) 使得

C(sI − A)−1B = C1(sI − A11)
−1B1

并且 dim(A) > dim(A11)。这表明：
∑

(A,B,C) 不是 G(s) 的最小实现。

这就和已知条件矛盾。故
∑

(A,B,C) 必是能控且能观测的。充分性：若∑
(A,B,C)为能控且能观测的，则其必为最小实现。用反证法。设

∑
(A,B,C)

不是系统的最小实现，则必存在另一个最小实现
∑̄

(Ā, B̄, C̄)使得 n = dim(A) >

dim(Ā) = n̄。并且对任意的输入 u，它们有相同的输出 y。即

∫ t

0
CeA(t−τ)Bu(τ)dτ =

∫ t

0
C̄eĀ(t−τ)B̄u(τ)dτ

再由上式中 u 和 t 选取的任意性可知：

CeA(t−τ)B = C̄eĀ(t−τ)B̄

令 τ = 0 并且记：H(t) = CeAtB，H̄(t) = C̄eĀtB̄，∀t ≥ 0 对 H(t) 依次求

(2n-2) 各阶导数可得：

H(1)(t) = CAeAtB = CeAtAB

H(2)(t) = CAeAtAB = CeAtA2B

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

H(n−1)(t) = CAn−1eAtAn−2B = CeAtAn−1B

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

H(2n−2)(t) = CAn−1eAtAn−1B = CeAtA2n−2B
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于是有：令

L(t) =




H(t) H(1)(t) · · · H(n−1)(t)

H(1)(t) H(2)(t) · · · H(n)(t)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

H(n−1)(t) H(n)(t) · · · H(2n−2)(t)




=




CeAtB CeAtAB · · · CeAtAn−1B

CeAtAB CeAtA2B · · · CAeAtAn−1B

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

CAn−1eAtB CAn−1eAtAB · · · CAn−1eAtAn−1B




=




C

CA
...

CAn−1




eAt
[
B AB · · · An−1B

]
= Q0e

AtQc, t ≥ 0

同理 L̄(t) = Q̄0e
ĀtQ̄c。再由 H(t) = H̄(t) 可知 L(t) = L̄(t) 所以

Q0Qc = L(0) = L̄(0) = Q̄0Q̄c

由于
∑

(A,B,C)是能控且能观测的，rankQ0 = n = rankQc从而 rank(Q̄0Q̄c) =

n。这样 rankQ̄0 ≥ n, rankQ̄c ≥ n这与
∑̄

(Ā, B̄, C̄)的维数数 dim(Ā) < n

相矛盾。所以
∑

(A,B,C) 必是系统的最小实现。

定理 3.5.2 对于给定传递函数矩阵 G(s)，其最小实现具有广义唯一性。即

如果
∑

(A,B,C) 和
∑̄

(Ā, B̄, C̄) 为 G(s) 的任意两个最小实现，则它们必是

代数等价的。也就是存在非奇异矩阵 T，使得

Ā = T−1AT, B̄ = T−1B, B̄ = CT

证明：若
∑

(A,B,C)和
∑̄

(Ā, B̄, C̄)为 G(s)的任意两个最小实现，那么，有

定理 1可知它们均是能控且能观测的。于是 rankQc = rankQ0 = rankQ̄c =

rankQ̄0 = n 从而矩阵 Q̄cQ̄
T
c 和 Q̄T

0 Q̄0 均是非奇异矩阵。令

T = QcQ̄
T
c (Q̄cQ̄

T
c )−1, T̄ = (Q̄T

0 Q̄0)
−1Q̄T

0 Q0
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由定理 1 的证明中已知：Q0Qc = Q̄0Q̄c 于是

T̄ T = (Q̄T
0 Q̄0)

−1Q̄T
0 Q0QcQ̄

T
c (Q̄cQ̄

T
c )−1

= (Q̄T
0 Q̄0)

−1Q̄T
0 Q̄0Q̄cQ̄

T
c (Q̄cQ̄

T
c )−1 = I

这样 T̄ = T−1。再注意到

Q̄c = (Q̄T
0 Q̄0)

−1Q̄T
0 Q̄0Q̄c = (Q̄T

0 Q̄0)
−1Q̄T

0 Q0Qc = T̄Qc = T−1Qc

考虑其第一列可得，B̄ = T−1B 同理 Q̄0 = Q0T，考虑其第一行可得 C̄ = CT

再由定理 1 的证明可知，

Q0e
AtQc = L(t) = L̄(t) = Q̄0e

AtQ̄c

两边关于 t 求导，并令 t = 0 可得，

Q0AQc = Q̄0ĀQ̄c

于是

Ā = (Q̄T
0 Q̄0)

−1Q̄T
0 Q̄0AQcQ̄

T
c (Q̄cQ̄

T
c )−1 = T−1AT

下面的定理给出了一个直接从传递函数矩阵 G(s) 出发计算实现的最小阶数

数的方法。

定理 3.5.3 设传递函数矩阵 G(s) 是严格真的，并记为 G(s) =
∑∞

n his
−i 其

中 {hi, i = 1, 2, · · · } 为马尔科夫（Markov）参数矩阵。定义如下的 Hankel

矩阵



h1 h2 h3 · · ·
h2 h3 h4 · · ·
h3 h4 h5 · · ·
. . . . . . . . . . . . . .




则 G(s) 的唯一状态空间实现的最小维数为 nmin = rankH。

证明：令
∑

(A,B,C) 是 G(s) 的一个最小实现。其维数 nmin = k。由于

∑∞
i=1 his

i = G(s) = C(sI − A)−1B =
∑n

i=1 CAi−1BSi−1
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所以

hi = CAi−1B, i = 1, 2, · · ·

于是

H(k, k) =




h1 h2 · · · hk

h2 h3 · · · hk+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

hk hk+1 · · · h2k−1




=




CB CAB · · · CAk−1B

CAB CA2B · · · CAkB

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

CAk−1B CAkB · · · CA2k−2B




=




C

CA
...

CAk−1




[
B AB · · · An−1B

]
= Q0Qc

由于
∑

(A,B,C)是能控制且能观测的。所以，rankQ0 = rankQc = k 这样，

rankH(k, k) ≤ min{rankQ0, rankQc} = k

另一方面，由于 (QT
0 Q0) 为非奇异的，所以

Qc = (QT
0 Q0)

−1QT
0 H(k, k) k = rankQc ≤ rankH(k, k)

故 rankH(k, k) = k 由于 Cayley −Hamilton 定理可知，

rankH(k + n, k + n) = rank(k, k), n = 1, 2, · · ·

所以 nmin = rankH

§3.5.2 单输入 - 输出系统的实现

下面介绍根据给定的传递函数矩阵计算状态空间描述的系数矩阵的各

种具体方法。
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定理 3.5.4 设系统的传递函数矩阵 G(s) 为严格真的，其可表示为如下的有

理分式函数

G(s) =
βn−1s

n−1 + · · ·+ β1s + β0

sn + αn−1sn−1 + · · ·+ α1s + α0

(3.5.3)

其中 αi(i = 0, 1, · · · , n− 1) 和 βi(j = 0, 1, · · · , n− 1) 均为实数。

(1) 则系统的能控标准形实现 (Ac, Bc, Cc) 为

Ac =




0 1
...

. . .

0 1

−α0 −α1 · · · −αn−1




bc =




0
...

0

1




cc =
[
β0 β1 · · · βn−1

]

(2) 则系统的能观测标准形实现 (A0, b0, c0) 为

A0 =




0 · · · 0 −α0

1 −α1

. . .
...

1 −αn−1




b0 =




β0

β1

...

βn−1




c0 =
[
0 · · · 0 1

]

证明：

(1) 由于 (sI − A)−1 = adj(sI−A)
det(sI−A)

= 1
sn+αn−1sn−1+···+α0

[
∗

1
s
...

sn−1

]
于是

cc(sI − A)−1bc =
1

sn + αn−1sn−1 + · · ·+ α0

[
β0 β1 · · · βn−1

] [
∗

1
s
...

sn−1

]



0
...

0

1




=
βn−1s

n−1 + · · ·+ β1s + β0

sn + αn−1sn−1 + · · ·+ α0

= G(s)

(2) 同理直接计算可知

c0(sI − A0)
−1b0 = G(s)
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定理 3.5.5 设系统的传递函数矩阵 G(s) 为严格真的, 并且由（3.5.3）式给

出。如果 λi 为 G(s) 的 µi 重极点。i = 1, 2, · · · , p 且当 i 6= k 时 λi 6=
λk,

∑p
i=1 µi = n. 并将 G(s) 表示为

G(s) =

p∑
i=1

µi∑

k=1

fik

(s− λi)k
(3.5.4)

则系统的并联形实现 (Ã, b̃, c̃) 为：Ã =




J1
. . .

Jp


 b̃ =




b1

...

bp


 c̃ =

[
f1 · · · fp

]
其中 Jk =




λk 1
. . . . . .

. . . 1

λk



, bk =




0
. . .

0

1



, fk =

[
fkµk

· · · fk1

]
k = 1, 2, · · · , p 这里 λk (k = 1, 2, · · · , p) 可以是实数。

也可以是共轭复数。在系统的并联形实现中，Ã 具有若当标准形的形式。

所以通常也将这类实现称为若当形实现。对于给定的传递函数 G(s) 构造

其并联实现 (Ã, b̃, c̃) 中的一个主要难点。是需要事先确定的出 G(s) 极点

λi (i = 1, · · · , p) 和各个系数 fik (k = 1, · · · , µi) 当 G(s) 的次数 n 比较

高时，这在计算上并不是一件容易的事。

证明：由于

c̃(sI − Ã)−1b̃ =
[
f1 · · · fp

]



(sI − J1)
. . .

(sI − Jp)




−1 


b1

...

bp




=

p∑
i=1

ci(sI − Ji)
−1bi
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而

ci(sI − Ji)
−1bi =

[
fiµi

· · · fi1

]




s− λi 1 0
. . . . . .

. . . 1

0 s− λi




−1 


0
...

0

1




=
1

(s− λi)ui

[
fiµi

· · · fi1

]

 ∗

1
(s−λi)

...
(s−λi)

µi−1







0
...

0

1




=
fi1(s−λi)µi−1 + · · ·+ fiµi

(s− λi)µi
=

µi∑

k=1

fik

(s− λi)k

所以

c̃(sI − Ã)b̃ =

p∑
i=1

µi∑

k=1

fik

(s− λi)k
= G(s)

定理 3.5.6 设系统的传递函数矩阵 G(s) 为严格真的, 并且由（3.5.3）式给

出。如果 {z1, · · · , zn−1} 和 {λ1, · · · , λn} 分别为 G(s) 的零点和极点，并且

将 G(s) 表示为

G(s) = βn−1
1

(s− λn)
Πn−1

i=1

(s− zi)

(s− λi)
(3.5.5)

则系统的串联形实现 (Â, b̂, ĉ)为: Â =




λ1

λ2 − z2 λ2

...
. . .

λn−1 − zn−1 λn−1 − zn−1 λn−1

1 · · · 1 λn




b̂ = βn−1




λ1 − z1

λ2 − z2

...

λn−1 − zn−1

1




ĉ =
[
0 · · · 0 1

]
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证明：直接导出状态方程，再两边作 Laplace 变化，计算 π(s)
us

= G(s) 注意：

当传递函数 G(s) 的极点和零点均为实数时，系统的串联形实现可直接用于

系统分析和仿真，而且系统的组成结构简单形式直观。

§3.5.3 多输入 - 多输出系统的实现

定理 3.5.7 设系统的传递函数矩阵 G(s) 是严格真的，其可表示为如下有理

分式矩阵形式:

G(s) =
P (s)

d(s)
=

1

d(s)
[Pk−1s

k−1 + · · ·+ P1s + P0] (3.5.6)

其中，Pm(m = 0, 1, · · · , k − 1) 为 q × p 矩阵。d(s) 为 G(s) = (gij(s)) 的元

素 gij(s)(i = 1, · · · , q j = 1, · · · , p) 的最小公分母，并且具有如下形式：

d(s) = sk + αk−1s
k−1 + · · ·+ α1s + α0

(1) 则系统的能控形实现 (Ac, Bc, Cc) 为

Ac =




0 Ip

...
. . .

0 Ip

−α0Ip −α1Ip · · · −αk−1Ip




Bc =




0
...

0

Ip




Cc =
[
P0 P1 · · · Pk−1

]

(2) 则系统的能观测形实现 (Ao, Bo, Co) 为：

A0 =




0 · · · 0 −α0Iq

Iq −α1Iq

. . .
...

Iq −αk−1Iq




B0 =




P0

P1

...

Pk−a




C0 =
[
0 · · · 0 Iq

]

证明：

(1) 首先证明系统
∑

(Ac, Bc, Cc) 是 G(s) 的一个实现。令

V (s) =




V1(s)
...

Vk(s)


 = (sI − Ac)

−1Bc 其中 Vi(s), (i = 1, 2, · · · , k) 为

p× q 矩阵。于是
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(sI − Ac)V (s) = Bc 即 sV (s) = AcV (s) + Bc

这样，

V2(s) = sV1(s)

V3(s) = sV2(s) = s2V1(s)

· · ·
Vk(s) = sVk−1(s) = sk−1V1(s)

以及

sVk(s) = −α0V1(s)− α1V2(s)− · · · − αk−1Vk(s) + Ip

于是,

(sk + αk−1s
k−1 + · · ·+ α1s + α0)V1(s) = d(s)V1(s) = Ip

即:

V1(s) = 1
d(s)

Ip, Vi(s) = si−1

d(s)
Ip, i = 2, 3, · · · , k

从而

Cc(sI − Ac)
−1Bc = CcV (s) = P0V1(s) + P1(s)V2(s) + · · ·+ Pk−1Vk(s)

=
1

d(s)
(P0 + P1s + · · ·+ Pk−1s

k−1) = G(s)

其次证明
∑

(Ac, Bc, Cc) 是能控的。由于 Bc =




0
...

0

Ip




AcBc =




0
...
0
Ip

∗




· · · Ak−1
c Bc =

[
Ip

∗

]

这样

Qc =
[
Bc AcBc · · · Ak−1

c Bk

]
=




Ip

Ip


 rankQc = kp

因此，
∑

(Ac, Bc, Cc) 是能控的
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(2) 同理可证。


