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流体力学不仅是学界重要的理论研究课题，更是一门遍布我们身边的日常生活的

科学——小到生活饮水、淋浴；大到国防航母、飞机 . . . 飞机为什么会飞？船为什么不

会沉底？生活中种种看似平常的现象，背后本质上都蕴含着深刻的流体力学理论背景。

显然流体力学的研究对象为流体。因此我们在谈论流体力学之前，需要先对软体物

质的运动、受力、应变做一定的了解，这一节我们先讨论关于软体物质的一些性质。

1.1 软绳的法向受力

我们知道当一根质量忽略不计的绳子紧绷时，如果它不受任何法相的力（即垂直于

绳的力），它将保持一条直线。如果绳的一部分存在弯曲，则说明该部分受法向力。考

虑如下模型（见图 1.1），水平放置的绳子的张力为 T，经过半径为 R 的滑轮后弯曲了

θ 角。由于我们假设滑轮与绳之间无摩擦，即滑轮可以无摩擦滚动，则经过滑轮后绳的

张力仍然为 T。

图 1.1: 滑轮对绳的线压强

显然，绳弯曲是由于在于滑轮接触的部分处处都受到法向的力。为了描述这种力的

大小，我们取长度为 ∆l 的一小段绳（弯曲忽略不计），若它受法向力大小为 ∆F，就用
∆F
∆l

来描述法向力的大小。当 ∆l→ 0 时，则记为 dF
dl

，称为线压强，是一个标量（压强

是单位面积的压力，线压强是单位长度的压力）。由牛顿第三定理我们知道力的作用是

相互的，滑轮对绳的压力与绳对滑轮的压力处处等大反向，所以总压力也等大反向。
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有了上述讨论，下面我们讨论绳子每点处的线压强与什么有关呢？由直觉我们可以

猜到它和绳的张力成正比，和滑轮的半径有关，但与 θ 无关。我们先假设接触的部分先

压强处处相等，对绳做受力分析。

绳能保持静止，说明它受到的合力为 0，即两端的拉力以及滑轮对它的力相加为 0。
若我们只考所有力的 z 分量，可知滑轮对绳向上的分离等于绳右端拉力的 z 分量，大

小为 T sin θ。其中滑轮对绳合的 z 分量可以用定积分计算：

Fz =

∫ θ

0

cos θ′dF
dl

Rdθ′ =
dF

dl
R

∫ θ

0

cos θ′dθ′ = dF

dl
R sin θ

所以有：
dF

dl
R sin θ = T sin θ

即：
dF

dl
=

T

R

这表明，线压强与张力成正比，和曲率半径成反比。这也符合我们上面的猜测。并

且，可以验证水平方向也有受力平衡，滑轮对绳水平方向的合力为（规定向右为正）：∫ θ

0

sin θ′
dF

dl
Rdθ′ =

dF

dl
R

∫ θ

0

sin θ′dθ′ =
dF

dl
R(1− cos θ) = T (1− cos θ)

绳子两端的拉力在水平方向的合力为 −T + T cos θ，所以水平合力同样为 0。
更一般地，对于任意弯曲且光滑的绳子，要计算它任意一点受到的线压强，我们只

需要知道该点处的张力与曲率半径 ρ 即可，即：

dF

dl
=

T

ρ

1.2 悬链线

1.2.1 高度相等的情况

悬链线（catenary）在物理上是指一条粗细不计的、质量均匀分布的柔软绳子两端

悬挂在相同高度的两个点后（如图 1.2）当绳子在重力作用下达到平衡后形成的曲线。

图 1.2: 悬链线

4



微分流形 期末作业

令绳子的最低点横坐标为 x = 0，水平向右为 x 轴，竖直向上为 y 轴。那么悬链线

可以用函数 y(x) 来表示为

y(x) =
1

k
cosh(kx)

其中 cosh 是双曲余弦函数，常数 k 满足：

sinh(ka
2
) =

kL

2

其中 a 是两个悬挂点之间的距离，L 是绳子的总长度

1.2.2 高度不相等的情况

图 1.3: 悬链线

如上图 1.3 假设悬挂点左低右高，水平距离为 a′，高度差为 h′ > 0，绳长为 L′。悬

链线仍然具有以上形式，我们希望根据 a′、h′、L′ 求出 k。若把左边的悬链线补全到和

右边一样的高度后，悬链线仍然关于最低点对称，令补全后两端相距为 a，那么 k 满足：

cosh(ka′)− 1 =
k2

2
(L′2 − h′2)

注意左边的悬挂点未必要在最低点的左边。另外根据上式可以验证当 L′ = h′ 时 a′ = 0。

1.2.3 推导

受力分析法

假设原点处的张力为 T，绳的线密度为 λ，那么区间 [0, x] 的曲线长度为：

L(x) =

∫ x

0

√
1 + ẏ(x′)2dx′

区间 [0, x] 所受重力为 G = λLg。根据受力分析，x 点的斜率为 G
T
，这样就得到了悬链

线 y(x) 的微分—积分方程：

ẏ =
gλ

T

∫ x

0

√
1 + ẏ2dx′
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两边对 x 再次求导得二阶微分方程：

ÿ = k
√

1 + ẏ2

其中令 k = gλ
T
，注意这是一个非线性二阶常微分方程，其通解为：

y(x) =
1

k
cosh(kx+ C0) + C1

图 1.4: 受力分析

考虑到整个系统的对称性，这意味着 C0 = 0，代入初始条件 y(0) = 0，所以 C1 = − 1
k
，

因此有：

y(x) =
1

k
[cosh(kx)− 1]

又由限制条件：
L

2
=

∫ a
2

0

√
1 + ẏ2dx′

则代入上式可得：

sinh(ka
2
) =

kL

2

对于高度不相等的情况，由高度差 h′ 的定义有：

h′ =
1

k
cosh(ka

2
)− 1

k
cosh[k(a

2
− a′)]

由绳长的约束有：

L′ =

∫ a
2

a
2
−a′

√
1 + ẏ(x′)2dx′ =

1

k
sinh(ka

2
)− 1

k
sinh[k(a

2
− a′)]

通过解上两式可得：

cosh(ka′)− 1 =
k2

2
(L′2 − h′2)
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Euler- Lagrange 方程法

由于悬挂点是固定的两个点，绳子可看成经过这两个点的总长为 L 的曲线，由能

量最低原理，我们知道绳子对应曲线的形状将使得绳子的质心最低，曲线可用一个函数

表示，那么问题就变成求这样一个函数，使得绳子质心最低，这显然是一个极值问题，

更明确的说，是一个求泛函极值的问题。求解这样的问题的普遍方法为变分法。

我们以水平方向为 x 轴，两悬挂点水平方向中垂线为 y 轴，则两悬挂点 x 坐标分

别为 −a
2
和 a

2
，绳子对应的曲线函数为 y(x)，绳长 L，质量为 m，则其质心的 y 坐标为：

yc =

∫ L

0
y(m

L
ds)

m
=

∫ a
2

−a
2

y
√
1 + y′2

L
dx

则问题就转化为求 y(x)，使得 yc 最小。这个问题可用 Euler- Lagrange 方程求解。

注意，上式的被积函数是 y、y′ 的函数，而与 x 无关，直接用拉格朗日方程不好求

解。这时候我们要先对被积函数变一下形。以 F (y, y′) 表示被积函数：

F (y, y′) =
y
√
1 + y′2

L

我们将自变量 x 更换为 y，则 x 是 y 的函数。于是我们的问题就变成求积分

yc =

∫ a
2

−a
2

F (y,
1
dx
dy

)
dx

dy
dy

的极值曲线，令

x′ =
dx

dy
, ϕ(y, x′) = x′F (y,

1

x′ )

则

yc =

∫ a
2

−a
2

ϕ(y, x′)dy

此时，函数 ϕ(y, x′) 包含自变量 y，我们就可以使用拉格朗日方程求解。不难看出，

ϕ(y, x′) 代表拉格朗日函数 L(t, q, q′)，y 代表拉格朗日方程中的 t，而 x，x′ 分别代表 q，

q′。代入拉格朗日方程，由于 ϕ(y, x′) 不显含 x，有:

∂ϕ

∂x′ = C

其中 C 为常数，则有：

F (y, y′)− y′Fy′(y, y
′) = C

即
y
√

1 + y′2

L
− yy′2

L
√
1 + y′2

= C
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整理可得：

y′ =

√
y2 − (CL)2

CL

即
dy√

y2 − (CL)2
=

dx

CL

令 y = CL cosh t，两边积分可得：

t =
x

CL
+ C0

其中 t = f−1(y) 为 y = f(t) = CL cosh t 的反函数，代入上式可得：

y = f(
x

CL
+ C0) = CL cosh( x

CL
+ C0)

以最低点为零点，代入边界条件 y(0) = 0，可得 C0 = 0，即

y(x) = CL cosh x

CL

令 k = 1
CL

，则有：

y =
1

k
cosh(kx)

又由绳长为 L 的约束条件，即

L =

∫ a
2

−a
2

√
1 + ẏ2dx

代入可得：
2

k
sinh(ka

2
) = L

1.3 流体和固体

众所周知，物质的三态有液体、固体和气体，这三者在我们生活的世界里无处不在。

我们脚底下的土地，我们呼吸的空气，我们喝的水、迎面吹的风、天上下的雨⋯⋯那么

如何在物理定义上给出这三种物质形态的一个划分呢？

1.3.1 应力的角度

在流体力学中我们一般从应力的角度来划分这三种物质形态。流体是这样的一类

物质，它能够在剪应力的作用下连续地发生形变。

下图 1.5 中的“剪切”和“扭曲”过程都有剪应力的参与。剪应力是指施加在流体的某

8



微分流形 期末作业

个单位面积元上的平行于面积元方向的力，是应力张量的非对角元部分。它体现了剪应

力与正应力的明显的区分。而拉伸和压缩是正应力，即力的方向是面积元的法线方向。

在这种力的作用下，流体可能会发生相变——从液体到气体或从气体到液体。这是流体

区分于固体的主要特点。不过要注意的是，气体和液体之间其实没有很强的分界线。在

水的临界温度之上，水的液体与气体就不再有分界线了，也就是说在我们压缩和拉伸

时，我们的肉眼将看不出液体与气体的特征，从应力和微观物理的层面上看，它们更没

有分界线了。事实上，气体和液体的很多性质都是类似的，因此我们常用流体力学的手

段去研究它们——例如我们的大气、我们的海洋，它们共有着许多规律——涡旋、对流

等等。

图 1.5: 几种不同的施加应力的方式

固体是指在外力的影响下只会发生微小的形变（几乎没有），但撤去外力以后就会

恢复原形。这意味着固体的形状不会轻易地发生变化（在一些特殊例子中，木头会发生

断裂，金属会被拉伸而延展）。虽然固体不易形变，但总会有微小的形变，只是我们的

肉眼很难观察的到。正因为它的形变及恢复力，固体才会发生振动，及声波在固体内部

传播。于是我们才会听到鼓声敲响，才会感受到地震波的来临。

1.3.2 微观角度

从分子层面上看，固体是由一系列紧密排布的分子组成。它们在局部上或整体上是

有序的，相互之间受分子间作用力或化学键的束缚，因此外力施加于固体之上时，它很

难发生形变。有些固体的微观结构是长程有序的，可以找到它的晶胞（即重复排布的体

积元），着被称为是“晶体”；否则被称为“非晶体”。铁、铜之类的金属就是晶体，氯化钠

（食盐）、冰、金刚石也是晶体。

流体则不受到相互间作用力的束缚。所以微观图像是无序的，而且可以发生连续形

变。其中，液体和气体可以由分子（或原子）的不同运动特征区分。液体的分子间距离
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较小，因此一个分子要跑到很远的外边去，必须要由充足的能量，而且要越过周围一圈

的势垒，否则只能随周围的分子一起集体行动。气体分子则不同，分子的平均自由程较

大，也就是说气体分子周围没有明显的势垒，其运动比液体要更加狂放。正因为气体的

这一特点，才有著名的麦克斯韦分布麦克斯韦—玻尔兹曼分布。

1.4 位移与应变

现在我们讨论如何表示物质中各处的变形。此处我们只探讨小变形的情况，即物质

变形的程度非常轻微。

1.4.1 位移

在材料变形后，材料中的每一点的位置都发生改变。例如，原先位于 x0 的点在变

形后运动到了 a0 位置，原先位于 x1 的点运动到了 a1 位置 . . . 依此类推，我们可以在

变形前点的位置 x 与变形后的位置 a 之间建立一种映射：

x→ a

图 1.6: 材料变形后，材料中的每一点的位置发生改变

图 1.7: 上图的叠加

即我们定义了如下函数：

a = a(x)
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位移函数

为了更好地表示 x 处的点的位置如何变化，我们定义位移函数：

u(x) = a(x)− x

由此，点 x 的位置变化也可以表述为：

x+ u(x) = a(x)

u 是一个矢量函数，也被称为位移场。它的 3 个分量表示点 x 在 x1, x2, x3 各方向上的

位移，每一个分量都是关于点坐标的函数，即

u(x) =


u1(x)

u2(x)

u3(x)

 =


u1(x1, x2, x3)

u2(x1, x2, x3)

u3(x1, x2, x3)


且 u(x) 是一个“好函数”，单值、连续且多阶可导。这意味着变形前后，原先的一个点不

会分裂为两个，也不会有两个点合并为一个。

1.4.2 应变

有时我们使用应变 ε 来描述材料的变形。类似于应力，应变也定义在材料中的每一

个微元处，可记为一个 3× 3 的矩阵（二阶张量）. 应变矩阵也是对称矩阵 ε = εT，有

6 个独立变量，即：

ε =


ε11 ε12 ε13

ε21 ε22 ε23

ε31 ε32 ε33


应变角标的含义与应力的类似，第一个角标表示面的法方向，第二个角标表示变形

的方向。我们可将应变分为两类，正应变（两角标相同）与切应变（两角标不同）。

正应变

正应变与微元的长度变化有关。如下图 1.8 所示。

在 x1 方向上，微元的原本长度为 l0 = dx1，变形后长度为 l = dx1 +
∂u1

∂x1
dx1，长度

变化 ∆l = l − l0 =
∂u1

∂x1
dx1，那么定义正应变：

ε =
∆l

l0
=

∂u1

∂x1

11
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图 1.8: 正应变

切应变

切应变与微元的角度变化有关。如图 1.9 所示，定义切应变：

ε12 =
1

2
(90◦ − α) =

1

2
(
∂u1

∂x2

+
∂u2

∂x1

)

图 1.9: 切应变

有时也使用工程切应变 γ。他们只是相差一个系数，即：

γ12 = 2ε12 = 90◦ − α

12
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1.4.3 应变几何方程

在上面的讨论中，我们知道了应变与位移的部分联系。这些结论可以被推广，从而

得到应变和位移间的完整联系，即应变几何方程。共有 6 个这样的方程以定义所有的应

变，即：

εij =
1

2
(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

) i, j = 1, 2, 3

1.4.4 应变协调方程

与应变几何方程类似，应变协调方程也存在如下 6 个方程：

13
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有了之前对软体的性质、运动以及受力的讨论的基础，接下来我们着重讨论流体的

性质，并且解释一些流体力学中常见的基础概念和专业术语。

2.1 流

2.1.1 流、流量

接下来讨论流。规定单位时间流经某个截面的某种物理量叫流（current）。最常见

的例子是电流，即单位时间流经某截面的电荷量，用极限定义为：

I = lim
∆t→0

∆q

∆t

注意流的大小一般与所选择截面的位置，方向，面积都有关系。我们也可以把电荷 q 替

换成其他物理量如质量、能量、粒子数，分别得到质量流、能流、粒子流。

一段时间内流经截面的某种物理量的总量就叫做流量，流量是时间 t 的函数，所以

由导数的定义，流是流量关于时间的导数。反之，流量是流在某段时间的定积分为：

∆q =

∫ t2

t1

I(t)dt

2.1.2 定常流和非定常流

拧开自来水管的水龙头，会有水流出，就算经过一段时间，水的流速也不会有什么

变化。简单来说，这种速度不随时间的变化而变化的流动就是定常流。我们可以对非定

常流做一个通俗易懂的解释：

14
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如上图，随着时间的推移，储水槽内的水位不断下降，与此同时，水龙头的水速不

断变小，这种速度随着时间的变化而变化的流动被称为非定常流。

2.1.3 均匀流和非均匀流

如上图，这种竹制流水槽在我国南方农村很常见，将竹制流水槽接到自来水龙头

上，无论在竹制流水槽里的哪个部分，流动速度都是一样的，以竹制流水槽宽度的中心

为原点 O，水流方向为 x 方向，垂直方向为 y 方向。只存在 x 方向的速度 u，不存在

y 方向的速度 v，也就是说除了特定 x 方向之外的速度都为 0，这种同一个方向的流动

成为均匀流。

与此相反的是，y 方向的速度 v 与 u 同时存在的话，这样的流动就成为非均匀流。

若考虑把一根筷子作为障碍物插进上面流水槽的水中，就会使 y 方向出现速度 v，从而

转变为非均匀流。

2.1.4 流密度

流密度（current density）可以用于描述某时刻流体在的空间流动的速率。我们

以水流为例，在一条河流或管道中，某时刻 t 在空间中任意一点 r 处，都对应一个水流

速度 v，如果我们在该点放置一个与速度垂直的微小截面（通常叫面元），令其面积为

∆S，在一段微小时间 ∆t 内流经截面的质量为 ∆m，那么质量流密度（mass current
density）可以用极限定义为：

j(r, t) = n̂ lim
∆S,∆t→0

∆m

∆S∆t

15
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其中 n̂ 表示面元正方向法向量或者面元处流体的速度方向。

流密度是一个关于位置的矢量函数，即矢量场。且式中质量可以替换为不同的物理

量，若替换为能量则称为能流密度，若是粒子数则称为粒子流密度，若是电荷量则称为

电流密度，等等。

另外，我们也可以根据密度和速度来定义流密度

j(r, t) = ρ(r, t)v(r, t)

其中密度定义为（质量同样可以替换成其他物理量）：

ρ(r, t) = lim
∆V→0

∆m

∆V

2.1.5 流密度与流

我们来讨论如何通过流密度来计算流。易得流密度作为矢量场在某截面上的通量

就是该截面的流：

I(t) =

∫
j(r, t)ds

2.2 流体运动的描述方法

流体力学中，流体运动的描述方法包括拉格朗日法与欧拉法，两种方法在物理意义

和数学表达方面各有特点，下面我们具体解释。

2.2.1 流体与固体的区别

在之前的章节中，我们讨论过了流体与固体的区别，这里我们将从流体与固体的区

别引入两种描述方法。

固体无论处于静止还是运动都可以通过有限的静变形承受剪切力，其形状不易变

化，在运动学中，可以只从几何角度来描述物体的位置随时间的变化。

而流体在静止时无法通过有限的静变形承受剪切力，在运动状态下虽能产生剪切

力，剪切力却不能维持流体内部各点位置的有序，反而使其产生连续不断的变形，流体

内部各质点位置变化很大，单从几何角度描述其运动将很困难，需要专门的处理方法。

在固体力学中，我们只着眼于需要描述的物体，而物体之外的都叫做环境，某一物

体在环境中运动，与环境之间发生力的作用从而改变运动状态，这种运动描述方法称为

Lagrange 法。

流体也适用 Lagrange 法，但流体不断变形，从几何角度需要进行复杂的坐标变换，

因此，直接描述一小部分流体在整个流场空间（环境）的运动不大方便。我们考虑是不

是可以只研究一个特定不变的空间呢，着眼于流体经过这个空间时发生的变化以及与
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这个空间的相互作用，是否也能全面描述流体的运动呢，实践证明这也是可行的，这种

方法称为 Euler 法。

2.2.2 Lagrange 法

我们先尝试使用 Lagrange 法描述流体的运动，考虑一个无穷小的不规则流体微团

A，为研究其运动，我们跟随此微团在时间和空间中运动，从而描述微团的空间位置随

时间变化的轨迹。可以想象我们是坐在船上，船跟随河水向前运动。

运动过程中，微团形状不断变化，但仍将其看作一个整体，独立的变量为时间 t 与

变动的空间坐标 s = (x, y, z)，Lagrange 法这样描述流体微团的运动：

• 在 t 时刻，微团 A 的空间位置为 r = r(t, s)，某一瞬时的位置与时间和空间坐标

都有关。

• 在 t 时刻，微团 A 的速度为 V = dr
dx

，某一瞬时的速度是空间坐标对时间的导数。

• 在 t 时刻，微团 A 的加速度为 a = dV
dx

= d2r
dx2。

因为微团在空间不断运动，Lagrange 法的坐标本身也在空间内不断变化，由于一

般的流体微团内部都包含大量的质点，且由于微团的变形，不同质点的运动情况复杂多

样，Lagrange 法不再方便。

图 2.1: Lagrange 法

简单来说，所谓 Lagrange 法，就是一直跟踪观察同一个流体粒子的方法。我们可

以通俗地理解为跑马拉松的时候，摄像师要报道一名选手，他就扛着摄像机一直跟在选

手后面跑来拍，如上图 2.1 所示。

2.2.3 Euler 法

Euler 法描述流体运动的方式则是将注意力集中到流体随时间流过的固定的空间位

置 A 上，研究一个固定的发生流体运动的空间，空间形状可以任意而空间坐标是固定

的。可以想象我们站在桥上，观察桥下河水的流动。

Euler 法的独立变量是时间 t 和所研究空间的固定坐标 s = (x, y, z)，Euler 法这样

描述通过固定空间的流体的运动：
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• 在 t 时刻，A 处流体质点的速度为 V = u(t, x, y, z)̂i+ v(t, x, y, z)ĵ +w(t, x, y, z)k̂，

速度是某一时刻位于空间某一点的流体质点的速度，其与时间和空间坐标都有关。

至于 t 时刻的加速度，需要使用物质导数（Substantial Derivative）的概念，我

们将在下一节讨论物质导数的概念。实际上，此时的 A 处流体质点的加速度为 a =
∂V
∂t

+ (∇·∇)V，这个式子由两部分组成，前一部分只与时间相关，后一部分与空间相

关，使用这种表达，Euler 法更容易描述流体运动的具体情况。

图 2.2: Euler 法

简单来说，所谓 Euler 法就是持续观测特定的位置，并测量通过其中的流体粒子的

方法。可以理解为同样是马拉松比赛，摄像师把摄像机架在某一个固定的地方，拍摄不

同的选手跑过摄像机位置时候的风采。

2.2.4 物质导数

物质导数也称为实质导数，在流体力学中，物质导数实际上是 Lagrange 法下某变

量对时间的导数，但它可以表示成对 Euler 变量的全导数形式，因其特殊性，常用大写

的微分符号来表示，称为物质导数（Substantial Derivative），或实质导数，又或者随体

导数。设 Φ 是流体的某种性质，物质导数的一般形式为：

DΦ

Dt
=

∂Φ

∂t
+ (V ·∇)Φ

在上式中，等号左边的项为物质导数，等号右边的第一项称作当地导数，第二项称

作对流导数或者牵连导数，这两项是 Euler 法下的描述。

2.3 浮力、阿基米德原理

2.3.1 等效法

我们先用一个简单易懂的方式解释浮力。假设在重力加速度为 g 的环境中，容器中

密度为 ρ0 的液体完全静止。这时令液体内部有一任意形状的闭合曲面，体积为 V0。把曲
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面内部的液体作为一个整体做受力分析，其质量为 m = ρ0V0，所受重力为 mg = ρ0V0g。

由于曲面中液体保持静止，说明曲面外的液体对曲面内的液体施加了相同大小的浮力。

现在我们如果把曲面内的液体替换为一块密度为 ρ 的物体，由于曲面形状不改变，外

界液体对该物体的浮力仍然为：

F = ρ0V0g

注意 V0 为物体在水中部分的体积，如果物体只有部分在水中，V0 将小于物体的体积。

2.3.2 散度法

现在我们用面积分的方法表示浮力。令 z 轴竖直向上，且水面处 z = 0，则水面下

压强为：

P = −ρ0gz

现在把上述的闭合曲面划分为许多个微面元，第 i 个面元用矢量 ∆si 表示，其中模长

为面元的面积，方向为从内向外的法向。这个面元受到外界液体的压力为：

∆Fi = −P∆si = ρ0gz∆si

现在把所有面元所受的压力求和，并可用曲面积分表示为：

F =

∮
ρ0gzds =

∫
∇(ρ0gz)dV = ρ0gzV0ẑ

即为物体所受的浮力。且与上节中得出的结论一致。
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3.1 连续性方程

我们以生活中的水管为例，自来水龙头流进水管的水会从软水管的另一端流出来，

这种情况下，流入水管的流体流量和流出时的流量应该是完全相同的。通俗点说，进入

水管的流体粒子一定会在某一时刻从水管中出来，不会再中途消失。这就是流体的质量

守恒定律，流体力学中将其称作连续性方程。

图 3.1: 连续性方程

以上图 3.1 为例，无论是通过原出口的横断面积 A1，还是通过因为外力作用而引

起管口变小的横断面积 A2。由于流量 Q 是相同的，所以对于较小的横断面积，必然有

着更大的流出速度。

3.2 伯努利方程

伯努利方程是关于不可压缩的流体的方程。

假设液体不可被压缩、没有粘滞性、与管壁也没有摩擦阻力，那么流体处处满足伯
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努利方程为：
v2

2
+ gz +

p

ρ
= C

其中 g 是重力加速度，z 是高度，p 是液体的压强，ρ 是液体的密度，C 为常数

3.2.1 推导

如图 3.2，考虑一根管子的粗细不同两部分的横截面面积分别为 A1, A2，压强分别

为 p1, p2，高度分别为 h1, h2；其中流过的液体密度为 ρ，管内流速分布不随时间变化，

则在图中 1、2 两处的速度分别为 v1, v2。

图 3.2: 伯努利方程的推导

考虑 A1, A2 之间的这段液体，假设一段 ∆t 时间内，起左端和右端分别移动了 s1, s2。

根据不可压缩的假设，即满足流体的连续性方程，则流入水管的水量等于流出水管的水

量，即 A1v1∆t = A2v2∆t = V，即 m1,m2。这个过程中这段液体的机械能改变了多少

呢？机械能包括动能和重力势能。由于中间深蓝色的部分的机械能保持不变，所以可以

等效视为 1 处的一小截液体移动到了 2 处。

考虑浅蓝色的两段液体的机械能为：

E1 =
1

2
mv21 +mgh1, E2 =

1

2
mv22 +mgh2

所以 A1, A2 间的液体在时间 ∆t 内机械能增量为 E2 − E1。

再考虑液体压力的做功。A1, A2 之间的液体向右移动时，A1 处的压强对其做正功，

A2 处的压强对其做负功，即：

W1 = p1v1A1∆t = p1V +mgh1, W2 = p2v2A2∆t = −p2V

则根据机械能守恒定理 W1 +W2 = E2 − E1，代入得：

p1V +
1

2
mv21 +mgh1 = p2V +

1

2
mv22 +mgh2
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事实上由于 1，2 的位置可以任意选取，因此任意位置都有：

pV +
1

2
mv2 +mgh = C ′

两边同时除以 V ρ 可得：
v2

2
+ gz +

p

ρ
= C

3.3 流体力学守恒方程

一般地，我们用密度 ρ，速度 v 等物理量描述流体中每个位置流体微元的性质，并

列出所谓的流体力学方程来描述每个流体微元随时间的演化。它们之间应当满足一定

的守恒方程，例如流量守恒方程，动量守恒方程，能量守恒方程等。在这一节中，我们

将对流体力学的守恒方程进行简要的推导和介绍。

3.3.1 流量守恒方程

流量守恒方程即我们之前讨论的连续性方程，在这里我们给出一个更一般的形式。

取一个随流体一起运动的被闭曲面 S 包围的体积 V，对其中的密度进行积分得到这一

个物质体的质量。物质体在随流体一起运动的过程中，其质量应当是不变的，那么我们

有：
d

dt

∫
V (t)

ρdV = 0

进一步将它拆成两部分，一部分是每个位置密度的偏导数随时间的变化，另一部分是闭

合曲面 S 的变化带来的质量变化。我们得到：∫
∂ρ

∂t
dV +

∫
S

ρu·n̂dS = 0⇒
∫ [∂ρ

∂t
+∇·(ρu)

]
dV = 0

则，我们得到了流量守恒方程的微分形式：

∂ρ

∂t
+∇·(ρu) = 0

再利用 ∇·(ρu) = ρ∇·u+ u·∇ρ，则上式可以改写为：

∂ρ

∂t
+ ρ∇·u = 0

我们也可以用另一种方式来考察这一结果。直接从 d
dt
(ρδV ) = 0 出发（这表明一个

流体微元随时间演化的过程中质量是不变的），得到：

ρ
dδV

dt
+ δV

dρ

dt
= 0⇒ dδV

dt
= −δV 1

ρ

dρ

dt
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即我们可以得到：
1

δV

dδV

dt
= ∇·u

这个结果是不难理解的。取 δV 为一个无限小立方体，计算六个面流体运动的流进流

出，可以轻易得到这个表达式，然后事实上不论 δV 的形状如何，上式都是成立的，因

为我们总能把 δV 分割成许许多多个小立方体，而每个小立方体都满足上式，进而利用

∇·u 在这一小区域的连续性，就可以得到这个结果。

3.3.2 动量守恒方程

类似上面的推导，我们先对物质体列出积分方程:

d
dt

∫
V (t)

ρudV =

∫
ρgdV +

∫
S

fdS

其中 g 表示作用于每个流体微元上的体力, 例如重力就是体力的一种。对上式左侧进行

化简, 可以得到 ∫
∂(ρu)

∂t
dV +

∫
S

ρu(u · n̂)dS =

∫
ρgdV +

∫
S

n̂ ·
←→
T dS

其中 T 是流体的应力张量, Tij 表示在法线为 xi 方向的单位面元上, 面外对面内的面力

的 xj 分量。可以证明, 为了保证角动量守恒, 应力张量是二阶对称的张量。最终我们有

矢量表达式

ρ
∂u

∂t
+ ρ(u · ∇)u = ρg +∇·

↔
T

另外我们有一种更简单的推导方法。

注意到 d(ρuδV )/dt = ρδV du/dt+ ud(ρδV )/dt = ρδV du/dt 。所以从式 7 出发立

刻可以得到

ρ
du
dt = ρg +∇ ·

←→
T

这和上式是等价的。

应力张量 Tij 一般表示为 −p + τij, p 表示压强, τij 则是由流体的粘性带来的项, τij
是对称张量。

3.3.3 能量守恒方程

最后让我们讨论能量守恒方程。流体微元的能量一般分为内能 e 和动能 1
2
ρu2, 前者

和流体的热力学状态 (压强、温度或密度) 有关, 而后者和流体微元的运动有关。下面我

们来具体分析能量守恒方程的形式。

d
dt

∫
V (t)

ρ

(
e+

1

2
|u|2

)
dV =

∫
ρg · udV +

∫
S

f · udS −
∫
S

q · ndA
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e 为单位质量的内能。面力 f 在速度方向上作用一段距离导致做功, q 表示面元上的热

流方向。

那么经过一系列的化简我们可以得到

ρ
d
dt

(
e+

1

2
|u|2

)
= ρg · u+

∂

∂xi

(Tijuj)−∇ · q

= ρgiui +

(
−p∂uj

∂xj

+ τij
∂uj

∂xi

)
+ uj

(
− ∂p

∂xj

+
∂τij
∂xi

)
− ∂qi

∂xi

以上就是我们得到的能量守恒方程。下面我们对动量守恒方程点乘 u, 来考察能量守恒

方程中的动能守恒

ρ
d
dt

(
1

2
|u|2

)
= ρgiui + uj

∂Tij

∂xi

= ρgiui + uj

(
− ∂p

∂xj

+
∂τij
∂xi

)
将两式相减, 我们得到了内能守恒:

ρ
de
dt = Tij

∂uj

∂xi

− ∂qi
∂xi

= −p∂uj

∂xj

+ τij
∂uj

∂xi

− ∂qi
∂xi

= −p

ρ

dρ
dt −∇ · q

⇒ de
dt = p

dν
dt + τijSij −∇ · q, (ν = 1/ρ)

如果将应力张量的表达式代入, 并利用热传导定律将 q 表达为 −k∇T , 上述方程可以进

一步改写为

ρ
de
dt = −p

∂um

∂xm

+ 2µ(Sij −
1

3

∂um

∂xm

δij)
2 + µν(

∂um

∂xm

)2 +
∂

∂xi

(k
∂T

∂xi

)

3.4 Navier-Stokes 方程
回顾流体力学的动量守恒方程为：

ρ
∂u

∂t
+ ρ(u · ∇)u = ρg +∇·

↔
T

为了进一步解这个方程，我们需要知道应力张量 Tij 的具体形式。Tij 表示在法线

为 xi 方向的单位面元上，面外对面内的面力的 xj 分量，而且是二阶对称张量（为了保

证角动量守恒），那么它有怎样的性质呢？

在下面的讨论中我们将假设我们讨论的流体是牛顿流体：流体的应力和流体的速

度梯度有线性关系，也就是服从广义胡克定律的关系。这当然是不正确的，因为实际问

题中，当形变特别大时，有各种各样的非线性效应。但对于大多数问题来说这样的假设

是足够的，而且能得到相对简单的方程形式。
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3.4.1 应力张量与第一第二粘性系数

最简单的一种非粘性的各向同性流体，其应力张量的对角元都为 −p，这意味着每

个面元上受到的力是垂直于面元的，单位面积上受到的力为流体在该处的压强，因此对

角元 −p 给出的就是压强 p。但实际情况中流体是有粘性的，例如下图所示

图 3.3: 牛顿粘性实验

当 y 方向相邻两侧流体的水平速度 u有梯度时，就会产生一个剪应力 τ = µdu/dy，µ

被称为第一粘性系数。继续假设流体是各向同性的，那么似乎应该有 Tij = µduj/dxi(i ̸=
j)。但这样实际上是有问题的，在我们上面的牛顿黏性实验中，应力张量的非对角元实

际上不止有 T21，否则考察其中的一个微元，上面受到的向右的力比下面受到的向右的

力更大，取足够小的微元，它的单位体积角动量将会趋于无穷大。这也意味着应力张量

必须是对称张量。在上面的牛顿粘性实验中，事实上每一水平层流体，沿 x 方向相邻两

个紧挨着的流体微元，将会有 y 方向的面力。也就是说 T21 = T12。最终，我们可以把

Tij 改写为 µ(duj/dxi + dui/dxj) = 2µSij(i ̸= j)。

上面的讨论仍然存在问题。既然 Tij 对角元全相等（为 −p），那么对于各向同性的

流体，应力张量矩阵 Tij 应当在正交相似变换下对角元应当仍是 −p。但从牛顿粘性实

验的 Tij 出发很容易发现这是错误的。为了修正使得 Tij 各向同性，我们需要将第一粘

性系数也考虑进 Tij 的对角元中：Tij = −pδij + 2µSij。

上面的讨论还没结束。对于可压缩流体, 流体微元的密度改变, 一般而言, 静压强 p

应当是密度 ρ 的函数。但是, 流体在压缩和膨胀的过程中, 当 Smm = ∇ · u ̸= 0, 流体除

了静压强 p 以外, 还可能会额外多出一个粘性压强。我们设第二粘性系数 µν , 并假设这

个过程使得压强在 p 基础上增大了 µνSmm （最终表现为 Tij 的对角元的平均值）, 那么
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可以写出最终的本构方程:

Tij = −pδij + 2µ

(
Sij −

2

3
Smmδij

)
+ µνSmmδij = −pδij + τij

3.4.2 Navier-Stokes 方程 (NS 方程)

整理上面的方程:

ρ
duj

dt = ρgj +
∂

∂xi

Tij

Tij = −pδij + τij

= −pδij + 2µ

(
Sij −

2

3
Smmδij

)
+ µνSmmδij

将应力张量表达式代入流体力学动量方程组, 我们就得到了著名的 Navier-Stokes 方
程:

ρ
duj

dt = − ∂p

∂xj

+ ρgj +
∂

∂xi

[
µ

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)
+

(
µν −

2

3
µ

)
∂um

∂xm

δij

]
当流体内部温度的差距较小时, 第一粘性系数和第二粘性系数可以近似认为是常数。那

么上式可以简化表达为

ρ
duj

dt = − ∂p

∂xj

+ ρgj + µ
∂2uj

∂xi
2
+

(
µν +

1

3
µ

)
∂

∂xj

∂um

∂xm

所以, 对于不可压缩流体, ∂um

∂xm

= 0, 有方程

ρ
du
dt = −∇p+ ρg + µ∇2u

对于远离固体边界的流体, 有时可以作近似处理, 看成是无粘性的流体。此时的方程简

化为欧拉方程。

ρ
du
dt = −∇p+ ρg

3.5 流体力学方程组

描述流体微元的物理量有 ρ, p, T, e, u 等, 而完整描述它们随时间的演化需要流体力

学方程组。它们分别是我们之前讨论的——流量守恒方程、动量守恒方程、动能守恒方
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程、内能守恒方程、本构方程和状态方程

∂ρ

∂t
+∇ · (ρu) = 0

ρ
duj

dt = − ∂p

∂xj

+ ρgj + µ
∂2uj

∂xi
2
+

(
µν +

1

3
µ

)
∂

∂xj

∂um

∂xm

ρ
d
dt

(
1

2
|u|2

)
= ρgiui + uj

∂Tij

∂xi

= ρgiui + uj

(
− ∂p

∂xj

+
∂τij
∂xi

)
ρ

de
dt = −p

∂um

∂xm

+ 2µ

(
Sij −

1

3

∂um

∂xm

δij

)2

+ µν

(
∂um

∂xm

)2

+
∂

∂xi

(
k
∂T

∂xi

)
Tij = −pδij + τij = −pδij + 2µ

(
Sij −

2

3
Smmδij

)
+ µνSmmδij

ρ = ρ(p, T )

上面的本构方程和状态方程可以代入随时间演化的方程, 随时间演化的为前 4 行（其中

动量守恒方程是三分量的）, 共 6 个方程; 其中动能守恒方程可以由动量守恒方程推出,
所以可以舍去, 总共可以得到 5 个分量的独立的方程。现在再来看变量个数, ρ, p, T, e, u
一共 7 个分量, 其中 e, ρ 都蕴含在状态方程之中:

ρ = ρ(p, T ), e = e(p, T )

所以流体力学方程组实际上独立的变量个数是 5 个。

5 个独立的方程和 5 个独立的变量, 构成了完备的流体力学方程组。

流体力学方程组可以用于作数值模拟。但是数值计算的计算能力和模拟精度是有

限的。抛开数值计算, 这些流体力学方程是相当复杂的, 以至于即使人们研究相当简单

的模型, 也几乎无法得到解析解，这也是我们日常生活中，天气预播貌似总不太准的原

因。因此现阶段，我们会更多地研究一些流体力学方程组能很好地解决和描述的问题,
例如涡旋、伯努利公式、重力波等。而关于湍流、层流等复杂流体的研究，也是当今研

究领域正在尽力攻克的方向与难题。
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