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Question 1
已知线性定常系统为

⎧{{
⎨{{⎩

̇𝑥(𝑡) = ⎛⎜⎜⎜
⎝

0 0 −1
1 0 −3
0 1 −3

⎞⎟⎟⎟
⎠

𝑥(𝑡) + ⎛⎜⎜⎜
⎝

1
1
0

⎞⎟⎟⎟
⎠

𝑢(𝑡)

𝑦(𝑡) = (0 1 −1)𝑥(𝑡)

1A
判断系统是否为完全能控的，是否为完全能观测的

Answer: 不妨记：

𝐴 = ⎛⎜
⎝

0 0 −1
1 0 −3
0 1 −3

⎞⎟
⎠

, 𝐵 = ⎛⎜
⎝

1
1
0
⎞⎟
⎠

, 𝐶 = (0 1 −1)

则有：

𝐴𝐵 = ⎛⎜
⎝

0
1
1
⎞⎟
⎠

, 𝐴2𝐵 = ⎛⎜
⎝

−1
−3
−2

⎞⎟
⎠

𝐶𝐴 = (1 −1 0), 𝐶𝐴2 = (−1 0 2)
则系统的能控性判别矩阵为：

𝑄𝑐 = (𝐵 𝐴𝐵 𝐴2𝐵) = ⎛⎜
⎝

1 0 −1
1 1 −3
0 1 −2

⎞⎟
⎠

则系统的能观测性矩阵为：

𝑄𝑜 = ⎛⎜
⎝

𝐶
𝐶𝐴
𝐶𝐴2

⎞⎟
⎠

= ⎛⎜
⎝

0 1 −1
1 −1 0

−1 0 2
⎞⎟
⎠

显然 𝑟𝑎𝑛𝑘𝑄𝑐 = 2, 𝑟𝑎𝑛𝑘𝑄𝑜 = 3
则系统不是完全能控的，但是完全能观测的

1B
求系统的能控性子系统，求系统的能观测性子系统
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Answer: 由于 𝑟𝑎𝑛𝑘𝑄𝑐 = 2 < 𝑛 = 3，则系统状态不是完全能控的，且按能控性结构分解之
后能控状态 ̄𝑥𝑐 是二维的，则由定理 3.3.3选取非奇异变换矩阵 𝑃 使得

𝑃 −1 = ⎛⎜
⎝

1 0 0
1 1 0
0 1 1

⎞⎟
⎠

其中 𝑃 −1的第一列和第二列分别为 𝑄𝑐 的的第一列和第二列，他们线性无关，𝑃 −1的第三
列为任意选取的使得 𝑃 −1非奇异的列向量，显然 𝑟𝑎𝑛𝑘𝑃 −1 = 3 = 𝑛，所以 𝑃 −1非奇异且

𝑃 = ⎛⎜
⎝

1 0 0
−1 1 0
1 −1 1

⎞⎟
⎠

对原系统进行非奇异变换 ̄𝑥(𝑡) = 𝑃𝑥(𝑡)，通过计算得到：

̄𝐴 = 𝑃 𝐴𝑃 −1 = ⎛⎜
⎝

1 0 0
−1 1 0
1 −1 1

⎞⎟
⎠

⎛⎜
⎝

0 0 −1
1 0 −3
0 1 −3

⎞⎟
⎠

⎛⎜
⎝

1 0 0
1 1 0
0 1 1

⎞⎟
⎠

= ⎛⎜
⎝

0 −1 −1
1 −2 −2
0 0 −1

⎞⎟
⎠

�̄� = 𝑃𝐵 = ⎛⎜
⎝

1 0 0
−1 1 0
1 −1 1

⎞⎟
⎠

⎛⎜
⎝

1
1
0
⎞⎟
⎠

= ⎛⎜
⎝

1
0
0
⎞⎟
⎠

̄𝐶 = 𝐶𝑃 −1 = (0 1 −1)⎛⎜
⎝

1 0 0
1 1 0
0 1 1

⎞⎟
⎠

= (1 0 −1)

所以系统按能控性分解后的状态空间描述为

⎧{{{
⎨{{{⎩

(
̇̄𝑥𝑐(𝑡)
̇̄𝑥 ̄𝑐(𝑡)) = ⎛⎜⎜⎜

⎝

0 −1 −1
1 −2 −2
0 0 −1

⎞⎟⎟⎟
⎠

( ̄𝑥𝑐(𝑡)
̄𝑥 ̄𝑐(𝑡)) + ⎛⎜⎜⎜

⎝

1
0
0

⎞⎟⎟⎟
⎠

𝑢(𝑡)

𝑦(𝑡) = (1 0 −1)( ̄𝑥𝑐(𝑡)
̄𝑥 ̄𝑐(𝑡))

系统的低维能控子系统为

⎧{{
⎨{{⎩

̇̄𝑥𝑐(𝑡) = (0 −1
1 −2) ̄𝑥𝑐(𝑡) + (1

0)𝑢(𝑡)

𝑦(𝑡) = (1 0)( ̄𝑥𝑐(𝑡)
̄𝑥 ̄𝑐(𝑡))

由 𝑟𝑎𝑛𝑘𝑄𝑜 = 3，则系统已经是完全能观测的，无需分解

1C

3



给出系统按能控性和能观测性的结构分解 (Kalman分解)

Answer: 由于 𝑟𝑎𝑛𝑘𝑄𝑐 = 2, 𝑟𝑎𝑛𝑘𝑄𝑜 = 3，即系统不是完全能控的，但是完全能观测的
由于系统的特征方程为：

𝑓(𝜆) = |𝜆𝐼 − 𝐴| = (𝜆 + 1)3

则矩阵 𝐴有三重根 𝜆 = −1，则将其化为 Jordan标准型，其变换矩阵为：

𝑃 = ⎛⎜
⎝

1 1 1
2 1 0
1 0 0

⎞⎟
⎠

, 𝑃 −1 = ⎛⎜
⎝

0 0 1
0 1 −2
1 −1 1

⎞⎟
⎠

则将其化为 Jordan标准型：

̄𝐴 = 𝑃 −1𝐴𝑃 = ⎛⎜
⎝

0 0 1
0 1 −2
1 −1 1

⎞⎟
⎠

⎛⎜
⎝

0 0 −1
1 0 −3
0 1 −3

⎞⎟
⎠

⎛⎜
⎝

1 1 1
2 1 0
1 0 0

⎞⎟
⎠

= ⎛⎜
⎝

−1 1 0
0 −1 1
0 0 −1

⎞⎟
⎠

�̄� = 𝑃 −1𝐵 = ⎛⎜
⎝

0 0 1
0 1 −2
1 −1 1

⎞⎟
⎠

⎛⎜
⎝

1
1
0
⎞⎟
⎠

= ⎛⎜
⎝

0
1

−1
⎞⎟
⎠

̄𝐶 = 𝐶𝑃 = (0 1 −1)⎛⎜
⎝

1 1 1
2 1 0
1 0 0

⎞⎟
⎠

= (1 1 0)

则系统状态表达式为：

⎧{{{{
⎨{{{{⎩

⎛⎜⎜⎜
⎝

̇𝑥1(𝑡)
̇𝑥2(𝑡)
̇𝑥3(𝑡)

⎞⎟⎟⎟
⎠

= ⎛⎜⎜⎜
⎝

−1 1 0
0 −1 1
0 0 −1

⎞⎟⎟⎟
⎠

⎛⎜⎜⎜
⎝

𝑥1(𝑡)
𝑥2(𝑡)
𝑥3(𝑡)

⎞⎟⎟⎟
⎠

+ ⎛⎜⎜⎜
⎝

0
1

−1

⎞⎟⎟⎟
⎠

𝑢(𝑡)

𝑦(𝑡) = (1 1 0)⎛⎜⎜⎜
⎝

𝑥1(𝑡)
𝑥2(𝑡)
𝑥3(𝑡)

⎞⎟⎟⎟
⎠

则可以判定系统能控且能观测的状态变量为 𝑥2(𝑡)，不能控但能观测的状态变量为 𝑥1(𝑡)，
能控但不能观测的状态变量为 𝑥3(𝑡)，则系统按能控性和能观测性 Kalman分解的规范式
为：

⎧{{{{{{
⎨{{{{{{⎩

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

̇̃𝑥𝑐𝑜(𝑡)
̇̃𝑥𝑐 ̄𝑜(𝑡)
̇̃𝑥 ̄𝑐𝑜(𝑡)
̇̃𝑥 ̄𝑐 ̄𝑜(𝑡)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

=
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

0 −1 1 0
0 0 −1 0

−1 1 0 0
0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

̃𝑥𝑐𝑜(𝑡)
̃𝑥𝑐 ̄𝑜(𝑡)
̃𝑥 ̄𝑐𝑜(𝑡)
̃𝑥 ̄𝑐 ̄𝑜(𝑡)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

+
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1
−1
0
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

𝑢(𝑡)

𝑦(𝑡) = (1 0 1 0)
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

̃𝑥𝑐𝑜(𝑡)
̃𝑥𝑐 ̄𝑜(𝑡)
̃𝑥 ̄𝑐𝑜(𝑡)
̃𝑥 ̄𝑐 ̄𝑜(𝑡)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠
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Question 2
已知线性定常系统为

⎧{{
⎨{{⎩

̇𝑥(𝑡) = ⎛⎜⎜⎜
⎝

0 2 −2
1 1 −2
2 −2 1

⎞⎟⎟⎟
⎠

𝑥(𝑡) + ⎛⎜⎜⎜
⎝

2
1
1

⎞⎟⎟⎟
⎠

𝑢(𝑡)

𝑦(𝑡) = (1 1 2)𝑥(𝑡)

2A
判断系统是否为完全传播的，是否为完全能观测的

Answer: 不妨记：

𝐴 = ⎛⎜
⎝

0 2 −2
1 1 −2
2 −2 1

⎞⎟
⎠

, 𝐵 = ⎛⎜
⎝

2
1
1
⎞⎟
⎠

, 𝐶 = (1 1 2)

则有：

𝐴𝐵 = ⎛⎜
⎝

0
1
3
⎞⎟
⎠

, 𝐴2𝐵 = ⎛⎜
⎝

−4
−5
1

⎞⎟
⎠

𝐶𝐴 = (5 −1 −2), 𝐶𝐴2 = (−5 13 −10)
则系统的能控性判别矩阵为：

𝑄𝑐 = (𝐵 𝐴𝐵 𝐴2𝐵) = ⎛⎜
⎝

2 0 −4
1 1 −5
1 3 1

⎞⎟
⎠

则系统的能观测性矩阵为：

𝑄𝑜 = ⎛⎜
⎝

𝐶
𝐶𝐴
𝐶𝐴2

⎞⎟
⎠

= ⎛⎜
⎝

1 1 2
5 −1 −2

−5 13 −10
⎞⎟
⎠

显然 𝑟𝑎𝑛𝑘𝑄𝑐 = 3, 𝑟𝑎𝑛𝑘𝑄𝑜 = 3
则系统是完全能控的，且是完全能观测的

2B
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给出系统的能控标准型，给出系统的能观测标准型

Answer: 由于系统的特征多项式为：

𝛼(𝑠) = 𝑑𝑒𝑡(𝑠𝐼 − 𝐴) = 𝑑𝑒𝑡⎛⎜
⎝

𝑠 −2 2
−1 𝑠 − 1 2
−2 2 𝑠 − 1

⎞⎟
⎠

= 𝑠3 − 2𝑠2 − 𝑠 + 2

所以 𝛼0 = 2，𝛼1 = −1，𝛼2 = −2，则有：

⎧{
⎨{⎩

𝛽2 = 𝐶𝐵 = 5
𝛽1 = 𝐶𝐴𝐵 + 𝛼2𝐶𝐵 = −3
𝛽0 = 𝐶𝐴2𝐵 + 𝛼2𝐶𝐴𝐵 + 𝛼1𝐶𝐵 = −26

于是系统的能控规范型为：

⎧{{
⎨{{⎩

̇̄𝑥(𝑡) = ⎛⎜⎜⎜
⎝

0 1 0
0 0 1

−2 1 2

⎞⎟⎟⎟
⎠

̄𝑥(𝑡) + ⎛⎜⎜⎜
⎝

0
0
1

⎞⎟⎟⎟
⎠

𝑢(𝑡)

𝑦(𝑡) = (−26 −3 5) ̄𝑥(𝑡)

于是系统的能观测规范型为：

⎧{{
⎨{{⎩

̇̂𝑥(𝑡) = ⎛⎜⎜⎜
⎝

0 0 −2
1 0 1
0 1 2

⎞⎟⎟⎟
⎠

̂𝑥(𝑡) + ⎛⎜⎜⎜
⎝

−26
−3
5

⎞⎟⎟⎟
⎠

𝑢(𝑡)

𝑦(𝑡) = (0 0 1) ̂𝑥(𝑡)

Question3
设系统的状态方程为

̇𝑥(𝑡) = ( 𝑎 1
−1 0)𝑥(𝑡) + ( 𝑏

−1)𝑢(𝑡)

试确定满足状态完全能控条件的 𝑎和 𝑏

Answer: 不妨记：

𝐴 = ( 𝑎 1
−1 0), 𝐵 = ( 𝑏

−1)

则有：

𝐴𝐵 = (𝑎𝑏 − 1
−𝑏 )
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则系统的能控性判别矩阵为：

𝑄𝑐 = (𝐵 𝐴𝐵) = ( 𝑏 𝑎𝑏 − 1
−1 −𝑏 )

要求系统是完全能控的，则需要有 𝑟𝑎𝑛𝑘𝑄𝑐 = 2 ⇒ 𝑎𝑏 − 𝑏2 − 1 ≠ 0

Question4
已知系统的状态空间表达式为：

⎧{
⎨{⎩

̇𝑥(𝑡) = (𝑎 1
0 𝑏)𝑥(𝑡) + (1

1)𝑢(𝑡)

𝑦(𝑡) = (1 −1)𝑥(𝑡)

试确定满足状态完全能控和完全能观测条件的 𝑎和 𝑏

Answer: 不妨记：

𝐴 = (𝑎 1
0 𝑏), 𝐵 = (1

1), 𝐶 = (1 −1)

则有：

𝐴𝐵 = (𝑎 + 1
𝑏 ), 𝐶𝐴 = (𝑎 1 − 𝑏)

则系统的能控性判别矩阵为：

𝑄𝑐 = (𝐵 𝐴𝐵) = (1 𝑎 + 1
1 𝑏 )

则系统的能观测性矩阵为：

𝑄𝑜 = ( 𝐶
𝐶𝐴) = (1 −1

𝑎 1 − 𝑏)

若系统是完全能控、完全能观测的，则要求：𝑟𝑎𝑛𝑘𝑄𝑐 = 3, 𝑟𝑎𝑛𝑘𝑄𝑜 = 3，即

⇒ 𝑎 − 𝑏 + 1 ≠ 0

Question 5
已知系统的传递函数为：𝐺(𝑠) = 𝑠 + 𝑎

𝑠3 + 7𝑠2 + 14𝑠 + 8
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5A
当 a取什么值时，系统是不能控的或不能观测的

Answer: 系统的传递函数可以写为：

𝐺(𝑠) = 𝑠 + 𝑎
(𝑠 + 1)(𝑠 + 2)(𝑠 + 4)

当 𝑎 = 1,2,4时，系统传递函数出现零极点对消现象，则系统是不能控的或不能观测的

5B
当 a取适当的值时，给出系统的一个能控性标准型的实现

Answer: 由 𝛽0 = 𝑎，𝛽1 = 1，𝛽2 = 0；𝛼0 = 8，𝛼1 = 14，𝛼2 = 7
则系统的能控性标准型实现 (𝐴𝑐,𝐵𝑐,𝐶𝑐)为

𝐴𝑐 = ⎛⎜
⎝

0 1 0
0 0 1

−8 −14 −7
⎞⎟
⎠

, 𝐵𝑐 = ⎛⎜
⎝

0
0
1
⎞⎟
⎠

, 𝐶𝑐 = (𝑎 1 0)

5C
当 a取适当的值时，给出系统的一个能观测性标准型的实现

Answer: 由 𝛽0 = 𝑎，𝛽1 = 1，𝛽2 = 0；𝛼0 = 8，𝛼1 = 14，𝛼2 = 7
则系统的能观测性标准型实现 (𝐴𝑜,𝐵𝑜,𝐶𝑜)为

𝐴𝑜 = ⎛⎜
⎝

0 0 −8
1 0 −14
0 1 −7

⎞⎟
⎠

, 𝐵𝑜 = ⎛⎜
⎝

𝑎
1
0
⎞⎟
⎠

, 𝐶𝑜 = (0 0 1)

5D
求系统的一个最小实现

Answer: 要求上述系统的一个最小实现，则需要系统是既能控的又能观测的，即 𝑎 ≠ 1,2,4，
此时不妨取 𝑎 = 0，则如下即为系统的一个最小实现：

⎧{{
⎨{{⎩

̇𝑥(𝑡) = ⎛⎜⎜⎜
⎝

0 1 0
0 0 1

−8 −14 −7

⎞⎟⎟⎟
⎠

𝑥(𝑡) + ⎛⎜⎜⎜
⎝

0
0
1

⎞⎟⎟⎟
⎠

𝑢(𝑡)

𝑦(𝑡) = (0 1 0)𝑥(𝑡)
且验证有 𝑟𝑎𝑛𝑘𝑄𝑐 = 3, 𝑟𝑎𝑛𝑘𝑄𝑜 = 3，即为系统的一个最小实现
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Question6
设系统 Σ1和 Σ2的状态方程为

Σ1 ∶
⎧{
⎨{⎩

̇𝑥1(𝑡) = ( 0 1
−3 −4)𝑥1(𝑡) + (0

1)𝑢1(𝑡)

𝑦1(𝑡) = (2 1)𝑥1(𝑡)
,Σ2 ∶ { ̇𝑥2(𝑡) = −2𝑥2(𝑡) + 𝑢2(𝑡)

𝑦2(𝑡) = 𝑥2(𝑡)

6A
求出 Σ1和 Σ2所组成的串联系统，并判断串联系统的能控性和能观测性

Answer: 不妨记：

𝐴1 = ( 0 1
−3 −4), 𝐵1 = (0

1), 𝐶1 = (2 1)

𝐴2 = −2, 𝐵2 = 1, 𝐶2 = 1
则串联组合系统 Σ1 − Σ2的状态空间描述为：

Σ1 − Σ2 ∶

⎧{{{
⎨{{{⎩

( ̇𝑥1(𝑡)
̇𝑥2(𝑡)) = ⎛⎜⎜⎜

⎝

0 1 0
−3 −4 0
2 1 −2

⎞⎟⎟⎟
⎠

(𝑥1(𝑡)
𝑥2(𝑡)) + ⎛⎜⎜⎜

⎝

0
1
0

⎞⎟⎟⎟
⎠

𝑢(𝑡)

𝑦(𝑡) = (0 0 1)(𝑥1(𝑡)
𝑥2(𝑡))

不妨记：

𝐴 = ⎛⎜
⎝

0 1 0
−3 −4 0
2 1 −2

⎞⎟
⎠

, 𝐵 = ⎛⎜
⎝

0
1
0
⎞⎟
⎠

, 𝐶 = (0 0 1)

则有：

𝐴𝐵 = ⎛⎜
⎝

1
−4
1

⎞⎟
⎠

, 𝐴2𝐵 = ⎛⎜
⎝

−4
13
−4

⎞⎟
⎠

𝐶𝐴 = (2 1 −2), 𝐶𝐴2 = (−7 −4 4)
则系统的能控性判别矩阵为：

𝑄𝑐 = (𝐵 𝐴𝐵 𝐴2𝐵) = ⎛⎜
⎝

0 1 −4
1 −4 13
0 1 −4

⎞⎟
⎠

则系统的能观测性矩阵为：

𝑄𝑜 = ⎛⎜
⎝

𝐶
𝐶𝐴
𝐶𝐴2

⎞⎟
⎠

= ⎛⎜
⎝

0 0 1
2 1 −2

−7 −4 4
⎞⎟
⎠
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显然 𝑟𝑎𝑛𝑘𝑄𝑐 = 2, 𝑟𝑎𝑛𝑘𝑄𝑜 = 3，即串联系统不是完全能控，但是完全能观测的

6B
求出 Σ1和 Σ2所组成的并联系统，并判断并联系统的能控性和能观测性

Answer: 并联组合系统 Σ1 − Σ2的状态空间描述为：

Σ𝑝 ∶

⎧{{{
⎨{{{⎩

( ̇𝑥1(𝑡)
̇𝑥2(𝑡)) = ⎛⎜⎜⎜

⎝

0 1 0
−3 −4 0
0 0 −2

⎞⎟⎟⎟
⎠

(𝑥1(𝑡)
𝑥2(𝑡)) + ⎛⎜⎜⎜

⎝

0
1
1

⎞⎟⎟⎟
⎠

𝑢(𝑡)

𝑦(𝑡) = (2 1 1)(𝑥1(𝑡)
𝑥2(𝑡))

不妨记：

𝐴 = ⎛⎜
⎝

0 1 0
−3 −4 0
0 0 −2

⎞⎟
⎠

, 𝐵 = ⎛⎜
⎝

0
1
1
⎞⎟
⎠

, 𝐶 = (2 1 1)

则有：

𝐴𝐵 = ⎛⎜
⎝

1
−4
−2

⎞⎟
⎠

, 𝐴2𝐵 = ⎛⎜
⎝

−4
13
4

⎞⎟
⎠

𝐶𝐴 = (−3 −2 −2), 𝐶𝐴2 = (6 5 4)
则系统的能控性判别矩阵为：

𝑄𝑐 = (𝐵 𝐴𝐵 𝐴2𝐵) = ⎛⎜
⎝

0 1 −4
1 −4 13
1 −2 4

⎞⎟
⎠

则系统的能观测性矩阵为：

𝑄𝑜 = ⎛⎜
⎝

𝐶
𝐶𝐴
𝐶𝐴2

⎞⎟
⎠

= ⎛⎜
⎝

2 1 1
−3 −2 −2
6 5 4

⎞⎟
⎠

显然 𝑟𝑎𝑛𝑘𝑄𝑐 = 3, 𝑟𝑎𝑛𝑘𝑄𝑜 = 3，即并联系统是完全能控，且是完全能观测的

Question 7
已知 n阶系统的状态空间表达式为：

{ ̇𝑥(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐵𝑢(𝑡)
𝑦(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡)
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并且 𝐶𝐵 = 0, 𝐶𝐴𝐵 = 0,…, 𝐶𝐴𝑛−1𝐵 = 0，证明系统或是不完全能控的，或是不完全能观
测的

Answer: 由 𝐶𝐵 = 0, 𝐶𝐴𝐵 = 0,…, 𝐶𝐴𝑛−1𝐵 = 0
对于系统的能控性判别矩阵为：

𝑄𝑐 = (𝐵 𝐴𝐵 … 𝐴𝑛−1𝐵)

则有：

𝐶𝑄𝑐 = 𝐶 (𝐵 𝐴𝐵 … 𝐴𝑛−1𝐵) = (𝐶𝐵 𝐶𝐴𝐵 … 𝐶𝐴𝑛−1𝐵) = (0 0 … 0)

对于系统的能观测性矩阵为：

𝑄𝑜 =
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝐶
𝐶𝐴
…

𝐶𝐴𝑛−1

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

则有：

𝑄𝑜𝐵 =
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝐶
𝐶𝐴

⋮
𝐶𝐴𝑛−1

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

𝐵 =
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝐶𝐵
𝐶𝐴𝐵

⋮
𝐶𝐴𝑛−1𝐵

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

=
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

0
0
⋮
0

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

(反证法).若系统既是完全能控的，也是完全能观测的，则判别矩阵 𝑄𝑐，𝑄𝑜 均为秩满的，
则由线性方程组的解定理可知，上两方程组均只有零解，即 𝐶 = 0, 𝐵 = 0，此时 n阶系统
的状态空间表达式为：

̇𝑥(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡)
显然矛盾！故系统不能既是完全能控的，又是完全能观测的

综上，系统或是不完全能控的，或是不完全能观测的

Question8
已知系统的传递函数为：

𝐺(𝑠) = 𝛽𝑛−1𝑠𝑛−1 + ⋯ + 𝛽1𝑠1 + 𝛽
𝑠𝑛 + 𝛼𝑛−1𝑠𝑛−1 + ⋯ + 𝛼1𝑠 + 𝛼0

, 𝛼𝑖,𝛽𝑖 ∈ R, 𝑖 = 1,2,…,𝑛 − 1

给出系统的能观测标准型实现，并加以证明

Answer: 由系统的传递函数严格真，且可表示为有理分式函数，则有：

𝛽0 = 𝛽, 𝛽1 = 𝛽1,… 𝛽𝑛−1 = 𝛽𝑛−1,
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则系统的能观测标准型实现 (𝐴𝑜, 𝑏𝑜, 𝑐𝑜)为：

𝐴𝑜 =
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

0 ⋯ 0 −𝛼0
1 −𝛼1

⋱ ⋮
1 −𝛼𝑛−1

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

, 𝑏𝑜 =
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝛽
𝛽1

⋮
𝛽𝑛−1

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

, 𝑐𝑜 = (0 ⋯ 0 1)

下对此加以证明：

(𝑠𝐼 − 𝐴)−1 = 𝑎𝑑𝑗(𝑠𝐼 − 𝐴)
𝑑𝑒𝑡(𝑠𝐼 − 𝐴) = 1

𝑠𝑛 + 𝛼𝑛−1𝑠𝑛−1 + ⋯ + 𝛼1𝑠 + 𝛼0

⎛⎜⎜⎜
⎝

1
𝑠

∗ ⋮
𝑠𝑛−1

⎞⎟⎟⎟
⎠

𝑐𝑜(𝑠𝐼 − 𝐴)−1𝑏𝑜 = 1
𝑠𝑛 + 𝛼𝑛−1𝑠𝑛−1 + ⋯ + 𝛼1𝑠 + 𝛼0

(0 ⋯ 0 1)⎛⎜⎜⎜
⎝

1
𝑠

∗ ⋮
𝑠𝑛−1

⎞⎟⎟⎟
⎠

⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝛽0

𝛽1

⋮
𝛽𝑛−1

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

= 𝛽𝑛−1𝑠𝑛−1 + ⋯ + 𝛽1𝑠1 + 𝛽
𝑠𝑛 + 𝛼𝑛−1𝑠𝑛−1 + ⋯ + 𝛼1𝑠 + 𝛼0

= 𝐺(𝑠)

Question9
已知一个多输入多输出系统的传递函数矩阵为

𝐺(𝑠) = ⎛⎜⎜
⎝

1
𝑠 + 1

1
𝑠 + 3

− 1
𝑠 + 1 − 1

𝑠 + 2

⎞⎟⎟
⎠

给出系统的能控标准型实现

Answer: 由系统的传递函数矩阵 𝐺(𝑠)为严格真的，且可以表示为如下有理分式矩阵形式：

𝐺(𝑠) =⎛⎜⎜
⎝

1
𝑠 + 1

1
𝑠 + 3

− 1
𝑠 + 1 − 1

𝑠 + 2

⎞⎟⎟
⎠

= 1
(𝑠 + 1)(𝑠 + 2)(𝑠 + 3) ( (𝑠 + 2)(𝑠 + 3) (𝑠 + 1)(𝑠 + 2)

−(𝑠 + 2)(𝑠 + 3) −(𝑠 + 1)(𝑠 + 3))

= 1
𝑠3 + 6𝑠2 + 11𝑠 + 6[( 1 1

−1 −1)𝑠2 + ( 5 3
−5 −4)𝑠 + ( 6 2

−6 −3)]

则 𝛼0 = 6，𝛼1 = 11，𝛼2 = 6，𝑃0 = ( 6 2
−6 −3)，𝑃1 = ( 5 3

−5 −4)，𝑃2 = ( 1 1
−1 −1)
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则系统的能控性实现 (𝐴𝑐,𝐵𝑐,𝐶𝑐)为

𝐴𝑐 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

−6 0 −11 0 −6 0
0 −6 0 −11 0 −6

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

𝐵𝑐 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

0 0
0 0
0 0
0 0
1 0
0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

𝐶𝑐 = ( 6 2 5 3 1 1
−6 −3 −5 −4 −1 −1)

下面将其化为能控规范型，由：

𝐴𝑐𝐵𝑐 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

0 0
0 0
1 0
0 1

−6 0
0 −6

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

, 𝐴2
𝑐𝐵𝑐 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1 0
0 1

−6 0
0 −6
25 0
0 25

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

, 𝐴3
𝑐𝐵𝑐 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

−6 0
0 −6
25 0
0 25

−90 0
0 −90

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

𝐴4
𝑐𝐵𝑐 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

25 0
0 25

−90 0
0 −90

301 0
0 301

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

, 𝐴5
𝑐𝐵𝑐 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

−90 0
0 −90

301 0
0 301

−966 0
0 −966

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

则系统能控性判别矩阵为：

𝑄𝑐 =(𝐵𝑐 𝐴𝑐𝐵𝑐 𝐴2
𝑐𝐵𝑐 𝐴3

𝑐𝐵𝑐 𝐴4
𝑐𝐵𝑐 𝐴5

𝑐𝐵𝑐)

且有 𝑟𝑎𝑛𝑘𝑄𝑐 = 6，则系统是完全能控的，对 𝑄𝑐 按列搜索可知 𝑄𝑐 的 6 个线性无关列为
{𝑏1,𝐴𝑏1,𝐴2𝑏1, 𝑏2,𝐴𝑏2,𝐴2𝑏2}，所以 𝜇1 = 3, 𝜇2 = 3，记

𝑃 −1 = (𝑏1 𝐴𝑏1 𝐴2𝑏1 𝑏2 𝐴𝑏2 𝐴2𝑏2) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
0 0 1 0 −6 0
0 0 0 1 0 −6
1 0 −6 0 25 0
0 1 0 −6 0 25

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠
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则

𝑃 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

11 0 6 0 1 0
0 11 0 6 0 1
6 0 1 0 0 0
0 6 0 1 0 0
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑒𝑇
11

𝑒𝑇
12

𝑒𝑇
13

𝑒𝑇
21

𝑒𝑇
22

𝑒𝑇
23

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

取 𝑃 的 𝑒𝑇
13和 𝑒𝑇

23构造变换矩阵如下：

𝑇 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑒𝑇
13

𝑒𝑇
23

𝑒𝑇
13𝐴

𝑒𝑇
23𝐴

𝑒𝑇
13𝐴2

𝑒𝑇
23𝐴2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

6 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 6 0 1 0
0 0 0 1 0 0

−6 0 11 0 0 0
0 0 0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

, 𝑇 −1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

11/72 0 1 0 −1/72 0
0 1 0 0 0 0

1/12 0 0 0 1/12 0
0 0 0 1 0 0

−1/2 0 1 0 −1/2 0
0 0 0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

因此，系统的 Luenberger能控规范型为：

{
̇̄𝑥(𝑡) = ̄𝐴𝑐 ̄𝑥(𝑡) + �̄�𝑐𝑢(𝑡)
̄𝑦(𝑡) = ̄𝐶 ̄𝑥(𝑡)

其中

̄𝐴𝑐 = 𝑇 𝐴𝑇 −1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

−6 0 −11 0 −6 0
0 −6 0 −11 0 −6

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

, �̄�𝑐 = 𝑇 𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

0 0
0 0
1 0
0 0
0 0
0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

̄𝐶 = 𝐶𝑇 −1 = ( 5/6 2 1 3 −1/6 1
−5/6 −3 −1 −4 1/6 −1)

Question 10
叙述并证明线性定常系统按能观测的结构分解定理

Answer: 对于不完全能观测的多输入-多输出线性定常系统

{ ̇𝑥(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐵𝑢(𝑡)
𝑦(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡)
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引入线性非奇异变换 ̂𝑥 = 𝑃𝑥，则可以给出系统结构按能观测性分解的规范表达式为：
⎧{{
⎨{{⎩

(
̇̂𝑥𝑜(𝑡)
̇̂𝑥 ̄𝑜(𝑡)) = (

̂𝐴𝑜 0
̂𝐴12 ̂𝐴 ̄𝑜

)( ̂𝑥𝑜(𝑡)
̂𝑥 ̄𝑜(𝑡)) + (�̂�𝑜

�̂� ̄𝑜
)𝑢(𝑡)

𝑦(𝑡) = ( ̂𝐶𝑜 0)( ̂𝑥𝑜(𝑡)
̂𝑥 ̄𝑜(𝑡))

其中 ̂𝑥𝑜(𝑡)为𝑚维能观测分状态， ̂𝑥 ̄𝑜(𝑡)为 𝑛 − 𝑚维不能观测分状态，且𝑚 = 𝑟𝑎𝑛𝑘𝑄𝑜

下面给出证明：

在能观测判别矩阵 𝑄𝑜 =
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝐶
𝐶𝐴

⋮
𝐶𝐴𝑛−1

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
中任意选取 𝑚个线性无关的行，记为 ℎ1,ℎ2,…,ℎ𝑚，

再在 𝑛维实向量空间中任意选取 𝑛 − 𝑚个行向量 ℎ𝑚+1,…,ℎ𝑛 使它们与 {ℎ1,ℎ2,…,ℎ𝑚}线
性无关，这样可以组成一个非奇异变换矩阵：

𝑃 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

ℎ1
⋮

ℎ𝑚
ℎ𝑚+1

⋮
ℎ𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

利用此变换矩阵，对系统的结构按能观测性进行分解，设

𝑃 −1 = (𝑔𝑇
1 ⋯ 𝑔𝑇

𝑛 )
则由 𝑃𝑃 −1 = 𝐼 可得：ℎ𝑖𝑔𝑇

𝑗 = 0, ∀𝑖 ≠ 𝑗，进而对 𝑖 ⩽ 𝑚，ℎ𝑖𝐴是 {ℎ1,…,ℎ𝑚}的线性组合，所
以有：ℎ𝑖𝐴𝑔𝑇

𝑗 = 0, (𝑖 = 1,…,𝑚, 𝑗 = 𝑚 + 1,…,𝑛)，从而：

̄𝐴 = 𝑃𝐴𝑃 −1 ==

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

ℎ1𝐴𝑔𝑇
1 ⋯ ℎ1𝐴𝑔𝑇

𝑚 ℎ1𝐴𝑔𝑇
𝑚+1 ⋯ ℎ1𝐴𝑔𝑇

𝑛
⋮ ⋮ ⋮ ⋮

ℎ𝑚𝐴𝑔𝑇
1 ⋯ ℎ𝑚𝐴𝑔𝑇

𝑚 ℎ𝑚𝐴𝑔𝑇
𝑚+1 ⋯ ℎ𝑚𝐴𝑔𝑇

𝑛
ℎ𝑚+1𝐴𝑔𝑇

1 ⋯ ℎ𝑚+1𝐴𝑔𝑇
𝑚 ℎ𝑚+1𝐴𝑔𝑇

𝑚+1 ⋯ ℎ𝑚+1𝐴𝑔𝑇
𝑛

⋮ ⋮ ⋮ ⋮
ℎ𝑛𝐴𝑔𝑇

1 ⋯ ℎ𝑛𝐴𝑔𝑇
𝑚 ℎ𝑛𝐴𝑔𝑇

𝑚+1 ⋯ ℎ𝑛𝐴𝑔𝑇
𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

= (
̂𝐴𝑜 0
̂𝐴12 ̂𝐴 ̄𝑜

)

同样，𝐶 的所有行也均可以表示为 {ℎ1,…,ℎ𝑚}的线性组合，因而可得：
̄𝐶 = 𝐶𝑃 −1 = (𝐶𝑔𝑇

1 ⋯ 𝐶𝑔𝑇
𝑚 𝐶𝑔𝑇

𝑚+1 ⋯ 𝐶𝑔𝑇
𝑛 ) = ( ̂𝐶𝑜 0)

而 𝐵无特殊形式，为：

𝐵 = 𝑃𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

ℎ1𝐵
⋮

ℎ𝑚𝐵
ℎ𝑚+1𝐵

⋮
ℎ𝑛𝐵

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

= (�̂�𝑜
�̂� ̄𝑜

)
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这样就得到了规范表达式，由于

𝑚 = 𝑟𝑎𝑛𝑘𝑄𝑜 = 𝑟𝑎𝑛𝑘 ̂𝑄𝑜 = 𝑟𝑎𝑛𝑘
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

̂𝐶
̄𝐶 ̄𝐴
⋮

̄𝐶 ̂𝐴𝑛−1

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

= 𝑟𝑎𝑛𝑘
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

̂𝐶 0
̄𝐶 ̄𝐴 0
⋮ ⋮

̄𝐶 ̂𝐴𝑛−1 0

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

= 𝑟𝑎𝑛𝑘
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

̂𝐶𝑜
̂𝐶𝑜 ̂𝐴𝑜
⋮

̂𝐶𝑜 ̂𝐴𝑛−1
𝑜

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

又因为 ̂𝐴𝑜为 𝑘 × 𝑘数值矩阵，由 Cayley-Hamilton定理可知： ̂𝐶𝑜 ̂𝐴𝑚
𝑜 ,…, ̂𝐶𝑜 ̂𝐴𝑛−1

𝑜 均可表示
为 { ̂𝐶𝑜, ̂𝐶𝑜 ̂𝐴𝑜,…, ̂𝐶𝑜 ̂𝐴𝑚−1

𝑜 }的线性组合，因此

𝑟𝑎𝑛𝑘
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

̂𝐶𝑜
̂𝐶𝑜 ̂𝐴𝑜
⋮

̂𝐶𝑜 ̂𝐴𝑚−1
𝑜

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

= 𝑚

这表明 ( ̂𝐴𝑜, ̂𝐶𝑜)为能观测的，即 ̂𝑥𝑜(𝑡)为𝑚维能观测分状态

Question 11
已知线性定常系统的状态空间表达式为

⎧{{
⎨{{⎩

̇𝑥(𝑡) = ⎛⎜⎜⎜
⎝

1 1 1
0 1 0
1 1 1

⎞⎟⎟⎟
⎠

𝑥(𝑡) + ⎛⎜⎜⎜
⎝

0 1
1 0
0 1

⎞⎟⎟⎟
⎠

𝑢(𝑡)

𝑦(𝑡) = (1 0 1)𝑥(𝑡)

给出系统按能控性分解的规范表达式

Answer: 不妨记：

𝐴 = ⎛⎜
⎝

1 1 1
0 1 0
1 1 1

⎞⎟
⎠

, 𝐵 = ⎛⎜
⎝

0 1
1 0
0 1

⎞⎟
⎠

, 𝐶 = (1 0 1)

则有：

𝐴𝐵 = ⎛⎜
⎝

1 2
1 0
1 2

⎞⎟
⎠

, 𝐴2𝐵 = ⎛⎜
⎝

3 4
1 0
3 4

⎞⎟
⎠

则系统的能控性判别矩阵为：

𝑄𝑐 = (𝐵 𝐴𝐵 𝐴2𝐵) = ⎛⎜
⎝

0 1 1 2 3 4
1 0 1 0 1 0
0 1 1 2 3 4

⎞⎟
⎠
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由于 𝑟𝑎𝑛𝑘𝑄𝑐 = 2 < 𝑛 = 3，则系统状态不是完全能控的，且按能控性结构分解之后能控状
态 ̄𝑥𝑐 是二维的，则由定理 3.3.3选取非奇异变换矩阵 𝑃 使得

𝑃 −1 = ⎛⎜
⎝

0 1 1
1 0 0
0 1 0

⎞⎟
⎠

其中 𝑃 −1的第一列和第二列分别为 𝑄𝑐 的的第一列和第二列，他们线性无关，𝑃 −1的第三
列为任意选取的使得 𝑃 −1非奇异的列向量，显然 𝑟𝑎𝑛𝑘𝑃 −1 = 3 = 𝑛，所以 𝑃 −1非奇异且

𝑃 = ⎛⎜
⎝

0 1 0
0 0 1
1 0 −1

⎞⎟
⎠

对原系统进行非奇异变换 ̄𝑥(𝑡) = 𝑃𝑥(𝑡)，通过计算得到：

̄𝐴 = 𝑃𝐴𝑃 −1 = ⎛⎜
⎝

0 1 0
0 0 1
1 0 −1

⎞⎟
⎠

⎛⎜
⎝

1 1 1
0 1 0
1 1 1

⎞⎟
⎠

⎛⎜
⎝

0 1 1
1 0 0
0 1 0

⎞⎟
⎠

= ⎛⎜
⎝

1 0 0
1 2 1
0 0 0

⎞⎟
⎠

�̄� = 𝑃𝐵 = ⎛⎜
⎝

0 1 0
0 0 1
1 0 −1

⎞⎟
⎠

⎛⎜
⎝

0 1
1 0
0 1

⎞⎟
⎠

= ⎛⎜
⎝

1 0
0 1
0 0

⎞⎟
⎠

̄𝐶 = 𝐶𝑃 −1 = (1 0 1)⎛⎜
⎝

0 1 1
1 0 0
0 1 0

⎞⎟
⎠

= (0 2 1)

所以系统按能控性分解的规范表达式为：

⎧{{{
⎨{{{⎩

(
̇̄𝑥𝑐(𝑡)
̇̄𝑥 ̄𝑐(𝑡)) = ⎛⎜⎜⎜

⎝

1 0 0
1 2 1
0 0 0

⎞⎟⎟⎟
⎠

( ̄𝑥𝑐(𝑡)
̄𝑥 ̄𝑐(𝑡)) + ⎛⎜⎜⎜

⎝

1 0
0 1
0 0

⎞⎟⎟⎟
⎠

𝑢(𝑡)

𝑦(𝑡) = (0 2 1)( ̄𝑥𝑐(𝑡)
̄𝑥 ̄𝑐(𝑡))
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