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Question 1
将系统的微分方程表示

⃛𝑦 + 4 ̈𝑦 + 2 ̇𝑦 + 𝑦 = 𝑢̈ + 𝑢̇ + 3𝑢
化为系统的状态空间表达式，并求系统的状态转移矩阵

Answer: 由微分方程可知各项系数为：

𝑎3 = 1,𝑎2 = 4,𝑎1 = 2,𝑎0 = 1,𝑏3 = 0,𝑏2 = 1,𝑏1 = 1,𝑏0 = 3

则可以确定：
⎧{{
⎨{{⎩

ℎ0 = 𝑏3 = 0
ℎ1 = 𝑏2 − 𝑎2ℎ0 = 1
ℎ2 = 𝑏1 − 𝑎2ℎ1 − 𝑎1ℎ0 = −3
ℎ3 = 𝑏0 − 𝑎2ℎ2 − 𝑎1ℎ1 − 𝑎0ℎ0 = 13
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所以系统的状态空间表达式为：

⎧{{{{
⎨{{{{⎩

⎛⎜⎜⎜
⎝

̇𝑥1(𝑡)
̇𝑥2(𝑡)
̇𝑥3(𝑡)

⎞⎟⎟⎟
⎠

= ⎛⎜⎜⎜
⎝

0 1 0
0 0 1

−𝑎0 −𝑎1 −𝑎2

⎞⎟⎟⎟
⎠

⎛⎜⎜⎜
⎝

𝑥1(𝑡)
𝑥2(𝑡)
𝑥3(𝑡)

⎞⎟⎟⎟
⎠

+ ⎛⎜⎜⎜
⎝

ℎ1
ℎ2
ℎ3

⎞⎟⎟⎟
⎠

𝑢(𝑡) = ⎛⎜⎜⎜
⎝

0 1 0
0 0 1

−1 −2 −4

⎞⎟⎟⎟
⎠

⎛⎜⎜⎜
⎝

𝑥1(𝑡)
𝑥2(𝑡)
𝑥3(𝑡)

⎞⎟⎟⎟
⎠

+ ⎛⎜⎜⎜
⎝

1
−3
13

⎞⎟⎟⎟
⎠

𝑢(𝑡)

𝑦(𝑡) = (1 0 0)⎛⎜⎜⎜
⎝

𝑥1(𝑡)
𝑥2(𝑡)
𝑥3(𝑡)

⎞⎟⎟⎟
⎠

+ ℎ0𝑢(𝑡) = (1 0 0)⎛⎜⎜⎜
⎝

𝑥1(𝑡)
𝑥2(𝑡)
𝑥3(𝑡)

⎞⎟⎟⎟
⎠

对于线性定常系统，其状态转移矩阵为 Φ(𝑡,0) = Φ(𝑡) = 𝑒𝐴𝑡

下面只需要求系统矩阵 𝐴 = ⎛⎜
⎝

0 1 0
0 0 1

−1 −2 −4
⎞⎟
⎠
的矩阵指数函数

首先由矩阵的特征方程 ∣ 𝜆𝐼 − 𝐴 ∣= 0求得系统的特征值为：

𝜆1 ∈ R,𝜆2 ≠ 𝜆3 ∈ C

即一个实特征根以及两个互异的复特征根，又由矩阵 𝐴为友矩阵

Question 2
将下列线性定常系统

{ ̇𝑥 = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑢
𝑦 = 𝐶𝑥

其中

𝐴 =
⎡
⎢⎢
⎣

0 1 0
0 0 1

−6 −11 −6

⎤
⎥⎥
⎦

, 𝐵 =
⎡
⎢⎢
⎣

0
0
6

⎤
⎥⎥
⎦

, 𝐶 = [1 0 0]

2A
化为对角线标准形

Answer: 首先由矩阵 A的特征方程 ∣ 𝜆𝐼 − 𝐴 ∣= 0求得系统的特征值为：

𝜆1 = −1,𝜆2 = −2,𝜆3 = −3

则可求得与特征值 𝜆1,𝜆2,𝜆3对应的特征向量分别为:

𝑝1 = (1 −1 1)𝑇 , 𝑝2 = (1 −2 4)𝑇 , 𝑝3 = (1 −3 9)𝑇
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则将 𝐴对角化的变换矩阵 𝑃 及其逆矩阵 𝑃 −1分别为：

𝑃 =
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

1 1 1
−1 −2 −3
1 4 9

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

, 𝑃 −1 =
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

3 5/2 1/2
−3 −4 −1
1 3/2 1/2

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

即

𝑃 −1𝐴𝑃 =
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

−1 0 0
0 −2 0
0 0 −3

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

2B
求系统的状态转移矩阵

Answer: 由于对于线性定常系统其状态转移矩阵为：Φ(𝑡) = 𝑒𝐴𝑡，则有：

𝑒𝐴𝑡 = 𝑃
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑒−𝑡 0 0
0 𝑒−2𝑡 0
0 0 𝑒−3𝑡

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

𝑃 −1

=
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

3𝑒−𝑡 − 3𝑒−2𝑡 + 𝑒−3𝑡 5𝑒−𝑡/2 − 4𝑒−2𝑡 + 3𝑒−3𝑡/2 𝑒−𝑡/2 − 𝑒−2𝑡 + 𝑒−3𝑡/2
−3𝑒−𝑡 + 6𝑒−2𝑡 − 3𝑒−3𝑡 −5𝑒−𝑡/2 + 8𝑒−2𝑡 − 9𝑒−3𝑡/2 −𝑒−𝑡/2 + 2𝑒−2𝑡 − 3𝑒−3𝑡/2
3𝑒−𝑡 − 12𝑒−2𝑡 + 9𝑒−3𝑡 5𝑒−𝑡/2 − 16𝑒−2𝑡 + 27𝑒−3𝑡/2 𝑒−𝑡/2 − 4𝑒−2𝑡 + 9𝑒−3𝑡/2

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

2C
求系统的状态方程的输出方程的解 (𝑥(𝑡0) = 𝑥0)

Answer: 对于线性定常系统的输出为：

𝑥(𝑡) = 𝑒𝐴(𝑡−𝑡0)𝑥(𝑡0) + ∫
𝑡

𝑡0

𝑒𝐴(𝑡−𝜏)𝐵𝑢(𝜏)𝑑𝜏 = Φ(𝑡 − 𝑡0)𝑥(𝑡0) + ∫
𝑡

𝑡0

Φ(𝑡 − 𝜏)𝐵𝑢(𝜏)𝑑𝜏

= Φ(𝑡 − 𝑡0)𝑥0 + ∫
𝑡

𝑡0

⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

3𝑒−𝑡 − 6𝑒−2𝑡 + 3𝑒−3𝑡

−3𝑒−𝑡 + 12𝑒−2𝑡 − 9𝑒−3𝑡

3𝑒−𝑡 − 24𝑒−2𝑡 + 27𝑒−3𝑡

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

𝑢(𝜏)𝑑𝜏

𝑦(𝑡) = [1 0 0]𝑥(𝑡)
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Question3
已知线性定常系统的系数矩阵为

𝐴 =
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

1 0 −1
0 1 0
0 0 2

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

试将 𝐴化为 Jordan标准形

Answer: 首先由矩阵 A的特征方程 ∣ 𝜆𝐼 − 𝐴 ∣= 0求得系统的特征值为：
𝜆1 = 2, 𝜆2 = 𝜆3 = 1

即存在一个二重根 1，当取 𝜆 = 1，由方程

(𝜆𝐼 − 𝐴)𝑃1 =
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

0 0 1
0 0 0
0 0 −1

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑝11

𝑝21

𝑝31

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

= 0

可得 𝑝31 = 0，𝑝11和 𝑝21可取任意值

分别令 𝑝11 = 1,𝑝21 = 0以及 𝑝11 = 0,𝑝21 = 1可得两个独立特征向量

𝑃1 =
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

1
0
0

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

,𝑃2 =
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

0
1
0

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

同理由 𝜆 = 2，可得特征向量

𝑃3 =
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

−1
0
1

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

则可得非奇异变换矩阵为：

𝑃 =
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

1 0 −1
0 1 0
0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

,𝑃 −1 =
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

1 0 1
0 1 0
0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

则 A在上述矩阵作用下化为 Jordan标准形为

𝑃 −1𝐴𝑃 =
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

1 0 −1
0 1 0
0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

1 0 −1
0 1 0
0 0 2

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

1 0 1
0 1 0
0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

=
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

1 0 0
0 1 0
0 0 2

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
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Question4
已知线性定常系统的系数矩阵为

𝐴 =
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

0 1 0
0 0 1

−2 −4 −3

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

试将 𝐴化为模态规范形

Answer: 首先由矩阵 A的特征方程 ∣ 𝜆𝐼 − 𝐴 ∣= 0求得系统的特征值为：
𝜆1 = −1, 𝜆2 = −1 + 𝑗, 𝜆3 = −1 − 𝑗

当取 𝜆1 = −1，由方程

(𝜆𝐼 − 𝐴)𝑄1 =
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

−1 −1 0
0 −1 −1
2 4 2

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑞11

𝑞21

𝑞31

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

= 0

任取 𝑞11 = 1，可得 𝑞31 = 𝑞，和 𝑞21 = −1，即：

𝑄1 =
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

1
−1
1

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

当取 𝜆2 = −1 + 𝑗，由方程

(𝜆𝐼 − 𝐴)𝑄2 =
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

−1 + 𝑗 −1 0
0 −1 + 𝑗 −1
2 4 2 + 𝑗

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑞12

𝑞22

𝑞32

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

= 0

任取 𝑞12 = 1，可得 𝑞22 = −1 + 𝑗，和 𝑞32 = −2𝑗，即：

𝑄2 =
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

1
−1 + 𝑗

−2𝑗

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

=
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

1
−1
0

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

+ 𝑗
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

0
1

−2

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

则可得变换矩阵为

𝑄 =
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

1 1 0
−1 −1 1
1 0 −2

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

,𝑄−1 =
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

2 2 1
−1 −2 −1
1 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
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所以 𝐴的模态规范形为：

𝑄−1𝐴𝑄 =
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

2 2 1
−1 −2 −1
1 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

0 1 0
0 0 1

−2 −4 −3

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

1 1 0
−1 −1 1
1 0 −2

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

=
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

−1 0 0
0 −1 1
0 −1 −1

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

=
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝜆1 0 0
0 𝜎 𝜔
0 −𝜔 𝜎

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

Question 5
已知矩阵

𝐴 = (
0 1
0 0

),𝐵 = (
0 0

−1 0
)

分别计算矩阵指数函数 𝑒𝐴𝑡, 𝑒𝐵𝑡, 𝑒(𝐴+𝐵)𝑡，并说明为什么 𝑒𝐴𝑡𝑒𝐵𝑡 ≠ 𝑒(𝐴+𝐵)𝑡

Answer: 首先由矩阵 A的特征方程 ∣ 𝜆𝐼 − 𝐴 ∣= 0求得系统的特征值为：

𝜆1 = 𝜆2 = 0

此时方程已化为 Jordan标准形，即：

𝐼−1𝐴𝐼 = (
0 1
0 0

)

于是矩阵 𝐴的状态转移矩阵为：

𝑒𝐴𝑡 = 𝐼 (
𝑒0𝑡 𝑡𝑒0𝑡

0 𝑒0𝑡
)𝐼−1 = (

1 𝑡
0 1

)

下求矩阵 𝐵的状态转移矩阵，先求出矩阵 𝐵的预解矩阵：

(𝑠𝐼 − 𝐵)−1 = (
𝑠 0
1 𝑠

)
−1

= ⎛⎜⎜⎜
⎝

1
𝑠 0

− 1
𝑠2

1
𝑠

⎞⎟⎟⎟
⎠

则对上式两边做 Laplace逆变换可得：

𝑒𝐵𝑡 = (
1 0

−𝑡 1
)
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对于矩阵 𝐴 + 𝐵 = (
0 1

−1 0
)，同理由 Laplace变换法可得：

𝑒(𝐴+𝐵)𝑡 = (
cos 𝑡 sin 𝑡

−sin 𝑡 cos 𝑡
)

解释为什么 𝑒𝐴𝑡𝑒𝐵𝑡 ≠ 𝑒(𝐴+𝐵)𝑡：

对于 Laplace变换法求矩阵函数，由于对于矩阵运算 𝐴−1𝐵−1 ≠ (𝐴 + 𝐵)−1，故

𝑒𝐴𝑡𝑒𝐵𝑡 ≠ 𝑒(𝐴+𝐵)𝑡

Question6
证明以下结论：

6A
已知矩阵

𝐴 = (
𝜆 1
0 𝜆

)

证明：

𝑒𝐴𝑡 = 𝑒𝜆𝑡 (
1 𝑡
0 1

)

Answer: 由于此时方程已化为 Jordan标准形，即：

𝐼−1𝐴𝐼 = (
𝜆 1
0 𝜆

)

则矩阵 𝐴的矩阵指数函数为：

𝑒𝐴𝑡 = 𝐼 (
𝑒𝜆𝑡 𝑡𝑒𝑡

0 𝑒𝜆𝑡
)𝐼−1 = 𝑒𝜆𝑡 (

1 𝑡
0 1

)

6B
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已知矩阵

𝐴 = (
𝛼 𝛽

−𝛽 𝛼
),𝐵 = (

0 0
−1 0

)

证明：

𝑒𝐴𝑡 = 𝑒𝛼𝑡 (
cos𝛽𝑡 sin𝛽𝑡

−sin𝛽𝑡 cos𝛽𝑡
)

Answer: 先求出矩阵 𝐴的预解矩阵：

(𝑠𝐼 − 𝐴)−1 = (
𝑠 − 𝛼 −𝛽

𝛽 𝑠 − 𝛼
)

−1

=
⎛⎜⎜⎜
⎝

𝑠 − 𝛼
(𝑠 − 𝛼)2 + 𝛽2

𝛽
(𝑠 − 𝛼)2 + 𝛽2

− 𝛽
(𝑠 − 𝛼)2 + 𝛽2

𝑠 − 𝛼
(𝑠 − 𝛼)2 + 𝛽2

⎞⎟⎟⎟
⎠

则对上式两边做 Laplace逆变换可得：

𝑒𝐴𝑡 = 𝑒𝛼𝑡 (
cos𝛽𝑡 sin𝛽𝑡

−sin𝛽𝑡 cos𝛽𝑡
)

Question 7

证明二阶矩阵 𝐴 = (
𝑎11 𝑎12

𝑎21 𝑎22
)的特征多项式可以写为：

𝑑𝑒𝑡(𝜆𝐼 − 𝐴) = 𝜆2 − (𝑡𝑟𝐴)𝜆 + 𝑑𝑒𝑡𝐴

其中
𝑡𝑟𝐴 = 𝑎11 + 𝑎22 = 𝜆1 + 𝜆2, 𝑑𝑒𝑡𝐴 = 𝑎11𝑎22 − 𝑎21𝑎12 = 𝜆1𝜆2

Answer: 由矩阵 A的特征方程 ∣ 𝜆𝐼 − 𝐴 ∣= 0可得：

𝑑𝑒𝑡(𝜆𝐼 − 𝐴) = ∣ 𝜆𝐼 − 𝐴 ∣= (𝜆 − 𝑎11)(𝜆 − 𝑎22) − 𝑎21𝑎12
= 𝜆2 − (𝑎11 + 𝑎22)𝜆 + 𝑎11𝑎22 − 𝑎21𝑎12
= 𝜆2 − (𝑡𝑟𝐴)𝜆 + 𝑑𝑒𝑡𝐴

Question8
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已知线性定常连续系统的状态空间表达式为

⎧{{
⎨{{⎩

̇𝑥(𝑡) = ⎛⎜
⎝

0 1

0 2
⎞⎟
⎠

𝑥(𝑡) + ⎛⎜
⎝

0

1
⎞⎟
⎠

𝑢(𝑡)

𝑦(𝑡) = (1 0)𝑥(𝑡)

采取采样周期为 𝑇 = 1，求离散化后系统的离散状态空间表达式

Answer: 记 𝐴 = (
0 1
0 2

), 𝐵 = (
0
1
), 𝐶 = (1 0), 𝐷 = (

0
0
)则上述线性定常系统的状态

空间表达式为：

{ ̇𝑥(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐵𝑢(𝑡), 𝑥(0) = 𝑥0
𝑦(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡) + 𝐷𝑢(𝑡), 𝑡 ⩾ 0

此时 𝐺(𝑘) = 𝑒𝐴𝑇 = 𝐺, 𝐻(𝑘) = 𝐵，由采样周期为 𝑇 = 1
先求出矩阵 𝐴的预解矩阵：

(𝑠𝐼 − 𝐴)−1 = (
𝑠 −1
0 𝑠 − 2

)
−1

= ⎛⎜⎜⎜
⎝

1
𝑠

1
𝑠(𝑠 − 2)

0 1
𝑠 − 2

⎞⎟⎟⎟
⎠

则对上式两边做 Laplace逆变换可得：

𝑒𝐴𝑡 = ⎛⎜
⎝

1 −1 − 𝑒2𝑡

2
0 𝑒2𝑡

⎞⎟
⎠

即离散化后系统的离散状态空间表达式为：

⎧{{
⎨{{⎩

𝑥(𝑘 + 1) = ⎛⎜⎜
⎝

1 −1 − 𝑒2𝑡

2
0 𝑒2𝑡

⎞⎟⎟
⎠

𝑥(𝑘) + ⎛⎜
⎝

0

1
⎞⎟
⎠

𝑢(𝑘)

𝑦(𝑘) = (1 0)𝑥(𝑘)
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