
Assignment 1
Control Theory, Professor Wang

Su Kezheng 2012604 748527866@qq.com

Question 1
已知系统的 Lagrange函数为

𝐿(𝜃, ̇𝜃) = 1
2𝑚𝑅2 ̇𝜃2 + 1

2𝑚𝑅2𝜔2 sin2 𝜃 + 𝑚𝑔𝑅𝑐𝑜𝑠𝜃

1A
求系统的 Euler-Lagrange方程

Answer:

由系统的 Lagrange函数可得：

𝜕𝐿
𝜕𝜃 = 𝑚𝑅2𝜔2 sin𝜃cos𝜃 − 𝑚𝑔𝑅 sin𝜃

𝜕𝐿
𝜕 ̇𝜃

= 𝑚𝑅2 ̇𝜃 , d
d𝑡

𝜕𝐿
𝜕 ̇𝜃

= 𝑚𝑅2 ̈𝜃

则系统的 Euler-Lagrange方程为：
d
d𝑡

𝜕𝐿
𝜕 ̇𝜃

= 𝜕𝐿
𝜕𝜃

代入得：
𝑚𝑅2 ̈𝜃 = 𝑚𝑅2𝜔2 sin𝜃cos𝜃 − 𝑚𝑔𝑅 sin𝜃

整理得：
𝑅 ̈𝜃 + 𝑔 sin𝜃 − 𝑅𝜔2 sin𝜃cos𝜃 = 0

1B
通过计算验证系统的 Hamilton函数为

𝐻(𝜃,𝑝) = 𝑝2

2𝑚𝑅2 − 𝑚𝑔𝑅cos𝜃 − 𝑚𝑅2𝜔2

2 sin2 𝜃
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Answer:

由定义有：

𝐻(𝜃,𝑝) = ̇𝜃𝑝 − 𝐿 = 𝑝2

2𝑚𝑅2 − 𝑚𝑔𝑅cos𝜃 − 𝑚𝑅2𝜔2

2 sin2 𝜃

系统的状态方程为：
̇𝜃 = 1

𝑚𝑅2
𝜕𝐿
𝜕 ̇𝜃

= 𝑝
𝑚𝑅2 = 𝜕𝐻(𝜃,𝑝)

𝜕𝑝
系统的协态方程为：

̇𝑝 = d
d𝑡

𝜕𝐿
𝜕 ̇𝜃

= 𝜕𝐿
𝜕𝜃 = 𝑚𝑅2𝜔2 sin𝜃cos𝜃 − 𝑚𝑔𝑅 sin𝜃 = −𝜕𝐻(𝜃,𝑝)

𝜕𝜃

综上可知，系统的 Hamilton函数为

𝐻(𝜃,𝑝) = 𝑝2

2𝑚𝑅2 − 𝑚𝑔𝑅cos𝜃 − 𝑚𝑅2𝜔2

2 sin2 𝜃

1C
求出系统的 Hamilton方程

Answer:

系统的状态方程为：
̇𝜃 = 1

𝑚𝑅2
𝜕𝐿
𝜕 ̇𝜃

= 𝑝
𝑚𝑅2 = 𝜕𝐻(𝜃,𝑝)

𝜕𝑝
系统的协态方程为：

̇𝑝 = d
d𝑡

𝜕𝐿
𝜕 ̇𝜃

= 𝜕𝐿
𝜕𝜃 = 𝑚𝑅2𝜔2 sin𝜃cos𝜃 − 𝑚𝑔𝑅 sin𝜃 = −𝜕𝐻(𝜃,𝑝)

𝜕𝜃

综上可知，系统的 Hamilton方程为

⎧{
⎨{⎩

̇𝜃 = 𝑝
𝑚𝑅2

̇𝑝 = 𝑚𝑅2𝜔2 sin𝜃cos𝜃 − 𝑚𝑔𝑅 sin𝜃

Question 2
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已知系统的 Lagrange函数为

𝐿(𝑞,𝑣) = 1
2𝑣2 + 𝑞𝑣 − 𝑞2 − 𝑞4

2A
求出系统的 Euler-Lagrange方程

Answer:

由系统的 Lagrange函数可得：
𝜕𝐿
𝜕𝑞 = 𝑣 − 2𝑞 − 4𝑞3

𝜕𝐿
𝜕 ̇𝑞 = 𝜕𝐿

𝜕𝑣 = 𝑣 + 𝑞 , d
d𝑡

𝜕𝐿
𝜕 ̇𝑞 = ̇𝑣 + ̇𝑞

则系统的 Euler-Lagrange方程为：
d
d𝑡

𝜕𝐿
𝜕 ̇𝜃

= 𝜕𝐿
𝜕𝜃

代入得：
𝑣 − 2𝑞 − 4𝑞3 = ̇𝑣 + ̇𝑞

整理得：
̈𝑞 + 2𝑞 + 4𝑞3 = 0

2B
求出系统的 Hamilton函数和 Hamilton方程

Answer:

首先计算广义动量可得：

𝑝 = 𝜕𝐿
𝜕𝑣 = 𝑣 + 𝑞

由定义得到系统的 Hamilton函数为：

𝐻(𝑞,𝑝) = ̇𝑞𝑝 − 𝐿 = 𝑞4 + 3
2𝑞2 − 𝑝𝑞 + 1

2𝑝2

系统的状态方程为：

̇𝑞 = 𝑝 − 𝑞 = 𝜕𝐻(𝑞,𝑝)
𝜕𝑝

系统的协态方程为：

̇𝑝 = ̈𝑞 + ̇𝑞 = −4𝑞3 − 2𝑞 + ̇𝑞 = −𝜕𝐻(𝑞,𝑝)
𝜕𝑞
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综上可知，系统的 Hamilton方程为

⎧{
⎨{⎩

̇𝑞 = 𝑝 − 𝑞

̇𝑝 = −4𝑞3 − 2𝑞 + ̇𝑞

2C
通过 Legendre变换，证明系统的 Hamilton方程和系统的 Euler-Lagrange方程是等价的

Answer:

首先定义系统广义动量：

𝑝 = 𝜕𝐿
𝜕𝑣 = 𝑣 + 𝑞

则利用 Legendre变换构造函数：
𝐻 = ̇𝑞𝑝 − 𝐿

对其求微分可得：
d𝐻 = ( ̇𝑞d𝑝 + 𝑝d ̇𝑞) − d𝐿

其中：

d𝐿 = ( ̇𝑞d𝑝 + ̇𝑝d𝑞) − 𝜕𝐿
𝜕𝑡 d𝑡

代入可得：

d𝐻 = ( ̇𝑞d𝑝 − ̇𝑝d𝑞) − 𝜕𝐿
𝜕𝑡 d𝑡

于是得到：
⎧{{{
⎨{{{⎩

̇𝑞 = 𝜕𝐻(𝑞,𝑝)
𝜕𝑝

̇𝑝 = −𝜕𝐻(𝑞,𝑝)
𝜕𝜃𝜕𝐻(𝑞,𝑝)

𝜕𝑡 = −𝜕𝐿
𝜕𝑡

即系统的 Hamilton方程和系统的 Euler-Lagrange方程是等价的

Question3
给出天体力学二体问题的 Hamilton函数，并求出二体问题的 Hamilton方程，通过质心
运动守恒，将方程化简
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Answer: 不妨设两质点质量分别为𝑚1,𝑚2，位矢为 𝑟1, 𝑟2，由角动量守恒二体运动共平面
设 𝑟𝑐 为质心位矢，𝑟为二体相对位矢，那么有：

⎧{{
⎨{{⎩

𝑟𝑐 = 𝑚1𝑟1 + 𝑚2𝑟2
𝑚1 + 𝑚2

𝑟 = 𝑟2 − 𝑟1

由系统的动能为质心动能加系统相对质心参考系的动能

𝑇 = 1
2(𝑚1 + 𝑚2) ̇𝑟𝑐

2 + 1
2

𝑚1𝑚2
𝑚1 + 𝑚2

̇𝑟2 = 1
2𝑀 ̇𝑟𝑐

2 + 1
2𝜇 ̇𝑟2

其中𝑀 为系统总质量，𝜇 = 𝑚1𝑚2
𝑚1 + 𝑚2

为约化质量

在无外力的情况下， ̇𝑟𝑐 = 0，系统的势能为 𝑉 (𝑟)，因此系统的 Lagrange函数为：

𝐿 = 𝑇 − 𝑉 = 1
2𝜇 ̇𝜌2 + 1

2𝜇𝜌2 ̇𝜃2 − 𝑉 (𝜌)

则系统的 Hamilton函数为：

𝐻 = 𝑇 + 𝑉 = 1
2𝜇 ̇𝜌2 + 1

2𝜇𝜌2 ̇𝜃2 + 𝑉 (𝜌)

定义广义动量为：

𝑝1 = 𝜕𝐿
𝜕 ̇𝜌 = 𝜇 ̇𝜌

𝑝2 = 𝜕𝐿
𝜕 ̇𝜃

= 𝜇𝜌2 ̇𝜃

则系统的 Hamilton函数为：

𝐻 = 𝑝2
1

2𝜇 + 𝑝2
2

2𝜇𝜌2 + 𝑉 (𝜌)

则系统的 Hamilton方程为：
⎧{{{{
⎨{{{{⎩

̇𝜌 = 𝑝1
𝜇

̇𝑝1 = 𝑝2
2

𝜇𝜌3 − 𝑉 ′(𝜌)
̇𝜃 = 𝑝2

𝜇𝜌2

̇𝑝2 = 0

Question4
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已知系统的 Hamilton函数为：

𝐻(Π,𝑃) = 1
2(Π2

1
𝐼1

+ Π2
2

𝐼2
+ Π2

3
𝐼3

) + 𝑀𝑔𝑙𝑃 · 𝑥

并且 Poisson括号为：

{𝐹 ,𝐺}(Π,𝑃 ) = −Π · (∇Π𝐹 × ∇Π𝐺) − 𝑃 · (∇Π𝐹 × ∇𝑃 𝐺 − ∇Π𝐺 × ∇𝑃 𝐹)

求出系统的 Hamilton方程

Answer: 对于重陀螺刚体，我们定义如下物理量：

共轭角动量：

Π𝑖 = 𝜕𝐿
𝜕Ω𝑖

= 𝐼𝑖Ω𝑖

重陀螺的 Hamilton函数：

𝐻(Π,𝑃) = 1
2(Π2

1
𝐼1

+ Π2
2

𝐼2
+ Π2

3
𝐼3

) + 𝑀𝑔𝑙𝑃 · 𝑥

重陀螺的 Poisson括号为：

{𝐹 ,𝐺}(Π,𝑃 ) = −Π · (∇Π𝐹 × ∇Π𝐺) − 𝑃 · (∇Π𝐹 × ∇𝑃 𝐺 − ∇Π𝐺 × ∇𝑃 𝐹)

由泊松括号表示 Hamilton方程可知：

Π̇ = {Π,𝐻}, ̇𝑃 = {𝑃 ,𝐻}

则代入上式可得：

Π̇ = {Π,𝐻} = −Π · (∇ΠΠ × ∇Π𝐻) = −∇ΠΠ · (∇Π𝐻 × Π)

由 ∇ΠΠ = (1,1,1)、∇Π𝐻 = Π𝑖
𝐼𝑖

= Ω𝑖，可得：

Π̇ = Π × ∇Π𝐻 = Π × Ω + 𝑚𝑔ℎ𝑃 × 𝑥

同理可得：
̇𝑃 = {𝑃 ,𝐻} = 𝑃 × Ω

综上系统的 Hamilton方程为：

⎧{
⎨{⎩

Π̇ = Π × Ω + 𝑚𝑔ℎ𝑃 × 𝑥

̇𝑃 = 𝑃 × Ω

6


