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1. 证明：一般线性群 GL(n,R)恰有两个道路分支；复的一般线性群 GL(n,C)

是道路连通的

证明. 记 M(n,R) 为 n 阶实矩阵群，且与 Rn2 是微分同胚的，则一般线性群为：

GL(n,R) = {X ∈ M(n,R) | detX 6= 0}

则由矩阵映射的连续性知：GL(n,R) 是 M(n,R) 中的开集，则为 M(n,R) 的
子流形；且在群乘法和逆运算下 GL(n,R) 是闭的，故知 GL(n,R) 为 Lie 群

且显然 GL(n,R) 为维度为 n2 的非连通的 Lie 群
考虑 GL(n,R) 的两个子群：

GL+(n,R) = {X ∈ M(n,R) | detX > 0}

GL−(n,R) = {X ∈ M(n,R) | detX < 0}

显然 GL(n,R) 有以上两个连通的道路分支
对于复的一般线性群 GL(n,C)，任取 A,B ∈ GL(n,C)，有：

∃α, β 6= 0 s.t. αn = detA, βn = detB

∃ δ : [0, 1] → C\{0} s.t. δ(0) = α, δ(1) = β

∃Γ : [0, 1] → SL(n,C) s.t. Γ(0) =
A

α
,Γ(1) =

B

β

则有道路 ϕ(t) = δ(t)Γ(t) 满足使得 A,B 之间连通
即复的一般线性群 GL(n,C) 是道路连通的

2. 用例 1.6.8 说明 SL(n,R) 为 Lie 群，并计算其维数

证明. 对于特殊线性群：

SL(n,R) = {X ∈ M(n,R) | detX 6= 0}
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考虑群同态
det : GL(n,R) → R∗ = R\{0}

则其映射的核为：ker(det) = SL(n,R)，且又由 SL(n,R) 为 GL(n,R) 的子流形，
则 SL(n,R) 为 Lie 群

又由其映射的秩为 1，即 rank det = 1

则 dimSL(n,R) = dimGL(n,R)− rank det = n2 − 1

即 SL(n,R) 的秩为 n2 − 1

3. 证明 U(n) 微分同胚于 S1 × SU(n)

证明. 构造如下映射 f：
f : SU(n)× S1 → U(n)

(A, z) 7→ A·diag(z, 1, . . . , 1)

对于上述映射，其逆映射为：

f−1 : U(n) → SU(n)× S1

A 7→
(
A·diag

(
det(A)−1, 1, . . . , 1

)
, det(A)

)
显然 f 以及 f−1 均为光滑映射，则 f 为微分同胚
即 U(n) 微分同胚于 S1 × SU(n)
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