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1. 证明淹没的局部标准形

证明. 取 p附近的局部坐标系 (φ,U, V )以及 q = f(p)附近的局部坐标系 (ψ,X, Y )

于是有 f(U) ⊂ X，由于 f 是淹没，则

d(ψ ◦ f ◦ φ−1)φ(p) = dψq ◦ dfp ◦ dφ−1
φ(p) : Tφ(p)V = Rm → Tψ(q)Y = Rn

是一个满射
令 F = ψ ◦ f ◦ φ−1，则对应 Jacobian 矩阵(∂F i

∂xj

)
m×n

秩为 n，通过调整坐标次序，我们可以假设矩阵(∂F i

∂xj

)
1⩽i⩽n,
1⩽j⩽n

在 φ(p) 处是非退化的，注意到这个过程可以通过调整 (ψ,X, Y ) 为 (ψ1, X1, Y1)，
并且有 F = ψ1 ◦ f ◦ φ−1，定义映射：

G : V → Rm, (x1, . . . , xm) 7→ (F 1, . . . , F n, xn+1, . . . , xm)

在 φ(p)处是非退化的，由逆映射定理，存在 φ(p)的邻域 V0，使得G|V0 : V0 → G(V0)

是微分同胚，记 G|V0 : V0 → G(V0) 的逆为 H : G(V0) → V0

注意到 F = π ◦G，其中 π : (x1, . . . , xm) 7→ (x1, . . . , xn)，令

U1 = φ−1(V0), V1 = G(V0), φ1 = G ◦ φ

则 (φ1, U1, V1) 是 p 附近的局部坐标系，并且有：

ψ1 ◦ f ◦ φ−1
1 = ψ1 ◦ f ◦ (φ−1 ◦H) = F ◦H = π ◦G ◦H = π

即
ψ ◦ f ◦ φ−1(x1, . . . , xm) = (x1, . . . , xn)
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2. 证明：Ck 映射限制在正则子流形上还是 Ck 映射

证明. 设 Mm 是 Nn 的正则子流形，则由正则子流形的结构定理知：
M 为 N 的子拓扑空间，且对任意 p ∈ M 存在 N 中含有 p，存在 N 中含有

p 的局部坐标邻域 U 和坐标映射 {x1, x2, . . . , xn}，使得

M ∩N = {q ∈ U |xi(q) = 0,m+ 1 ⩽ i ⩽ n}

设 f : Nn → W 是 Ck 映射，则由定义知，对于 (U,φ) 以及 W 的局部坐标图
卡 (V, ψ)，ψ ◦ f ◦ φ−1 是 Ck 映射，于是

ψ ◦ f |M∩N ◦ φ−1
M∩N

也是 Ck 映射，其中 φM∩N = {x1, . . . , xm}

3. 设 f :M → N 为微分流形之间的光滑映射，证明 f 的图像

Γ(f) = {(p, q) ∈M ×N |f(p) = q}

为 M ×N 的正则子流形

证明. 取 M 中含有 p的局部坐标图卡 (φ,U, V )以及 N 中含有 q = f(p)的局部坐
标图卡 (ψ,X, Y )，则 (φ× ψ,U ×X,V × Y ) 是 M ×N 的 (p, q) 邻域的坐标图卡

由 q = f(p) 得到 ψ−1(y) = f(φ−1(x))，即 y = ψ(f(φ−1(x)))

则可以构造如下光滑映射：

Ψ : V × Y → Rm × Rn, (a, b) 7→ (a, b− ψ ◦ f ◦ φ−1(a))

显然 Ψ 是单射并且是局部微分同态，因此是从 V × Y 到像集 Ψ(V × Y ) 的全
局微分同胚，因此 (Ψ ◦ (φ×ψ), U ×X,Ψ(V × Y )) 也是 M ×N 的 (p, q) 邻域的坐
标图卡，由此得到：

(p, q) ∈ Γ ∩ (U ×X) ⇒ ψ(q) = ψ(f(φ−1(φ(p)))) ⇒ Ψ(φ(p), ψ(q)) = (φ(p), 0)

综上，f 的图像 Γ(f) = {(p, q) ∈M ×N |f(p) = q} 为 M ×N 的正则子流形

4. 证明：复射影空间或者 Grassman 流形是 A2, T2 的

证明. 在 S = {z ∈ Cn+1 : |z| = 1} 上定义等价关系, x ∼ y ⇔ ∃θ ∈ [0, 2π] 使得
x = eiθy. 定义商空间

CPn = S/ ∼ .

赋予其商拓扑:
π : S → CPn, x 7→ [x].
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V 是 CPn 中的开集当且仅当 π−1(V ) 是 S 中的开集. 证明 π 是开映射: 设 V

是 S 中的开集, 则
π−1(π(V )) =

∪
θ∈[0,2π]

eiθ(V ).

对 ∀θ ∈ [0, 2π], eiθ(V ) 同胚与 V 是 S 中的开集. 因此, 根据商拓扑定义, π(V )

是开集, 即 π 是开映射.
证明 T2 性质:
设 [x], [y] ∈ CPn, [x] 6= [y], 有 π−1([x]) =

{
eiθx ∈ S : θ ∈ [0, 2π]

}
, π−1([y]) ={

eiθy ∈ S : θ ∈ [0, 2π]
}

, 显然 π−1([x]) 与 π−1([y]) 不相交. 又对任意给定的 x ∈ S

可以定义一个映射如下

S1 → π−1([x]), eiθ 7→ eiθx.

容易发现该映射为同胚映射, 故 π−1([x]) 为紧集, 于是 π−1([x]) 与 π−1([y]) 为
S 中的不交闭集, 于是由 Urysohn 引理可以找到一个连续函数 g : S → R 使得
g|π−1([x]) = 1 且 g|π−1([y]) = 0. 我们再定义如下函数 h : S → R :

h(x) =
1

2π

∫ 2π

0

g
(
eiθx

)
dθ.

由于 π−1([x]) 与 π−1([y]) 再 eiθ 作用下不变, 故 h|π−1([x]) = 1 且 h|π−1([y]) = 0 .
我们再定义 ĥ : CPn → R, ĥ([z]) = h(z). 由于 h

(
eiθz

)
= h(z), ĥ 是良定义的. 由于

h = ĥ◦π且 π是开映射,我们有 ĥ是连续的. 令 U = ĥ−1
(
1
2
,∞

)
, V = ĥ−1

(
−∞, 1

2

)
,

则 U, V 即是包含 [x], [y] 的不交开集.
证明 A2 性质:
设 {Ui}i∈N 是 S 的一组可数拓扑基, 则 {π (Ui)}i∈N 是 CPn 的一组可数拓扑

基. 由于 π 是开映射, π (Ui) 是开集. 设 V̂ 是 CPn 中的开集, 则 π−1(V̂ ) 是 S 中开
集, 因此 π−1(V̂ ) = ∪Uik . 接着就有 V̂ = π (∪Uik) = ∪π (Uik)

局部坐标覆盖: 对 k = 1, 2, . . . , n+ 1, 令

Uk =
{
[x] ∈ CPn | x =

(
x1, x2, . . . , xn+1

)
, xk 6= 0

}
定义 φk : Uk → Rn 为

φk([x]) =

(
x1

xk
, . . . ,

xk−1

xk
,
xk+1

xk
, . . . ,

xn+1

xk

)
.

易见 φk 是良定义的且是单射.

φ−1
k

(
y1, y2, . . . , yn

)
=

[
y1, y2, . . . , yk−1, 1, yk, . . . , yn

]
.

令 Ûk =
{
x ∈ S | x =

(
x1, x2, . . . , xk, . . . , xn+1

)
, xk 6= 0

}
.
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显然 φk ◦ π : Ûk → Rn 是连续的, 根据商映射的性质, φk 连续.
φ−1
k 可以视为从 Rn 到 S, 再商到 CPn 的复合映射, 故连续.

φ−1
k

(
y1, . . . , yn

)
=

[
y1√

1 + |y|2
, . . . ,

yk−1√
1 + |y|2

,
1√

1 + |y|2
,

yk√
1 + |y|2

, . . . ,
yn√

1 + |y|2

]
.

转换映射: 设 [x1, x2, . . . , xn+1] ∈ U1 ∩ U2. 由定义

φ1

([
x1, x2, . . . , xn+1

])
=

(
x2

x1
,
x3

x1
, . . . ,

xn+1

x1

)
.

φ2

([
x1, x2, . . . , xn+1

])
=

(
x1

x2
,
x3

x2
, . . . ,

xn+1

x2

)
.

故有：
φ2 ◦ φ−1

1

(
y1, y2, . . . , yn

)
=

(
1

y1
,
y2

y1
, . . . ,

yn

y1

)
.

对于其他转换映射同理可证. 显然这些转换映射都是复解析的.
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